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概 要

現在の宇宙を構成している物質は、宇宙が誕生してから数分間で合成された軽元素を基に作られてい

る。この軽元素合成の仕組みは初期宇宙元素合成理論により説明されており、この理論において予言

された軽元素の存在量は現在の観測量と精度よく一致している。しかし数ある軽元素の中でリチウム

(Li)の存在量においてのみ、理論における予言量と観測量の間に矛盾がみられ、予言量の方が大きな
値を示している。これが初期宇宙元素合成理論における Li問題である。この問題に対する解決策は現
在までに広く議論されてきたが未だに発見されていない。本論文では、初めに初期宇宙元素合成理論

について説明を行った後、以下に焦点を当てて Li問題に対する解決策の説明を行う。Li問題に対する
解決策は大まかに、以下の二つに分けられる。

1 今までの理論計算、観測において修正すべき点が存在しているため、その修正を行う事で解決を
図る。

2 理論において Liの存在量を減少させる新しい機構が存在していると考え、それを新たに理論に
組み込むことによって解決を図る。

本論文では初めに 1)について原子核物理、宇宙論的な観点から考察を行い、これらの修正を行った
上で Li 問題が解決され得るかを簡単に説明する。本論文では次に 2) について考える。その際、本
論文では Liの存在量を減らす新しい機構を素粒子物理学における新しい模型の一つである Minimal
Supersymmetric Standard Model(MSSM)に求める。このMSSMの枠組みでは、標準的な初期宇宙
元素合成理論の枠組みでは存在し得ない長寿命荷電粒子が元素合成の時代に存在し得る。そしてこの

粒子は Liと束縛状態を形成した後、Liを別の原子核へと変換する反応を引き起こすことが知られてい
る。この反応によって Liの存在量が減少され、Li問題が解決され得るのである。しかし、長寿命荷電
粒子は上記した反応のみを引き起こすとは限らず、別の反応を引き起こし Li以外の軽元素合成量を変
える可能性がある。本論文では、特に長寿命荷電粒子が引き起こすヘリウム原子核 (He)破砕反応が軽
元素合成に与える影響について調べる。そして調べた He破砕反応の影響を軽元素合成量計算に組み
込み、軽元素合成量を算出する。この際、特にHe破砕反応により生じたHeより質量数の小さい原子
核であるトリチウム原子核 (t)、重水素原子核 (d)、中性子 (n)の存在量に注目し、それらの存在量が
観測量との整合性を保てる事を示す。そして、計算した結果、Li問題が解決され得る事を示す。
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導入

現在の観測から、我々自身や恒星を構成しているバリオンが宇宙のエネルギー密度のわずか 4% 程
しか占めていない事が知られている。しかし、その元素組成や起源を明らかにする事は宇宙物理学の

重要な研究テーマの一つである。まず、現在の宇宙の元素組成を表すと図 1のようになる。これは各
元素の存在量の数量比を原子番号 (Z)順、つまり原子核に含まれる陽子 (p)の数が少ない順に並べた
ものである。重量比で 70% 以上と非常に大きな比率を占めるのは pであり、次に大きいのはヘリウム
原子核 (4He)である。
これ以外の重元素の存在量は桁違いに少なく、全てを合わせても数% に過ぎない。これらの重元素

は恒星の内部で 4Heを素に核融合反応で合成することが知られている。それでは、これらの重元素の
素となる 4Heはどのようにして合成されたのだろうか? 重元素と同じく、4Heも恒星の内部で pを素
に核融合反応で合成され、この時放出されるエネルギーが恒星のエネルギー源となっている。この核

融合反応は非常に大きなエネルギーを放出するため、もしも現在存在する 28% の 4Heが全て恒星の
内部で合成されたとすると、星は非常に長く明るく光り続けるため、銀河の光度の観測に矛盾が生じ

る。さらに、観測から重元素の存在量は観測する星の年齢によって様々であるが、4Heの存在量は観
測する星に関係なく、大きく変化しないことが知られている。したがって、4Heは宇宙初期に合成さ
れたと考えざるを得なくなる。

宇宙の温度が数MeVから 0.01MeVに下がる間に、図 2で表されているように、pと中性子 (n)か
ら重水素原子核 (D)が合成され、それを素に 4Heが合成される。また、4Heと他の原子核が反応する
事により少量のリチウム原子核 (7Li)、ベリリウム原子核 (7Be)などが合成される。

図 1: 元素の存在数量比 [6]
水素の存在量を 1012 に規格化している

図 2: 宇宙初期の元素合成における主要な反
応。点線で囲まれている原子核は不安定原

子核である
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このように比較的軽い元素であるD,4He, 7Liが宇宙初期に合成される過程が初期宇宙元素合成であ
る。この初期宇宙元素合成理論は現在の宇宙に存在する D, 4Heなどの存在量を見事に説明している。
しかし、7Liの存在量においては観測との矛盾が生じており、理論から予言される 7Liの存在量が観測
量に比べて 3倍ほど大きくなる。これが初期宇宙元素合成理論における Li問題である。
この問題に対する解決策は現在までに広く議論されているが、未だに確定的な解決策は存在してい

ない。本論文では Li問題の解決策に対して、天文学的な観点、及び素粒子論的な観点からの考察を
行う。

天文学的な観点からの考察では、恒星内部の活動に注目する。Li問題が存在する要因として、現在
観測されている 7Liの存在量が初期宇宙における合成量と異なる事が挙げられる [1]。恒星の表面に存
在する 7Liは重力の影響により、観測することが困難な恒星の内部へと運ばれると考えられる。また、
重力以外にも恒星の対流活動により、恒星の表面にある 7Liが恒星の内部へと運ばれ、燃焼される事
でその存在量自体が減少する事も考えられる。そのため現在観測されている 7Liの存在量は、初期宇
宙における合成量が恒星内部の活動により減少し、残った量と考えられる。ゆえに恒星内部の活動に

よる 7Liの減少量が、初期宇宙元素合成理論から予言される 7Liの合成量と現在の観測量との矛盾を
説明する事が出来れば、Li問題は解決すると考えられる。
素粒子論的な観点からの考察では、初期宇宙元素合成理論において 7Liの存在量を減らす新しい機

構が存在すると考え、それを素粒子物理学における新たな模型の一つである MSSMに求める。この
MSSMの枠組みでは、標準的な初期宇宙元素合成理論の枠組みでは考えられなかった長寿命荷電粒
子が元素合成の時代に存在すると考えられる。この長寿命荷電粒子の候補として、タウレプトンの

Superpartnerであるスタウ (τ̃)の存在が知られている [2]。そして、長寿命 τ̃ が引き起こす 7Liの存在
量を減らす反応として、以下の反応が知られている [3]。

(τ̃7Be) → χ̃0
1 + ντ +7Li

(τ̃7Li) → χ̃0
1 + ντ +7He

この反応において χ̃0
1 は τ̃ の崩壊により生じる超対称粒子ニュートラリーノを、ντ はタウニュートリ

ノを表している。この反応は τ̃ が原子核と束縛状態を形成した後、別の原子核へと変換する反応であ

る。この反応を考慮して初期宇宙元素合成を考えた時、 Li問題が解決され得る事が [3]によって示さ
れた。しかし、τ̃ は上記した反応のみを引き起こすとは限らず、別の反応を引き起こし 7Li以外の軽元
素存在量を変える可能性がある。そのような反応として挙げられるものが、以下の反応である。

(τ̃4He) → χ̃0
1 + ντ + t + n

(τ̃4He) → χ̃0
1 + ντ + d + n + n

(τ̃4He) → χ̃0
1 + ντ + p + n + n + n

この反応では 4Heより質量数の小さい原子核である t、d、nが新たに合成されている。そのため、こ
の枠組みで初期宇宙元素合成理論を考え Li問題の解決を示すには、上記した反応の影響を含めて軽元
素の存在量を計算し、それが 7Liのみならず他の軽元素存在量の観測値と整合することを示さなけれ
ばならない。

本論文の構成は以下のとおりである。まず第一章にて、初期宇宙元素合成理論について説明を行う。

その際、この理論において予言される軽元素合成量の予言値、また現在の軽元素存在量の観測値とし

て最新のものを紹介して説明を行う。尚、この説明に関しては、主に [4],[5],[6],[7]を参考にした。
第二章では、Li問題に対する解決策として天文学的な観点から考察を行う。その際、特に星の活動

のが 7Liの存在量に与える影響に焦点をおき、これについて説明を行う。尚、この説明に関して、主
に [8],[9]を参考にした。
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そして第三章にて、MSSMの枠組みにおける Li問題の解決方法について論じる。ここでは特に 4He
破砕反応が軽元素合成に与える影響について説明を行う。そして 4He破砕反応を含めて軽元素合成量
を計算し、その結果導出された軽元素の合成量が観測量と矛盾のないことを示し、それを持って Li問
題が解決され得る事を示す。
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第1章 初期宇宙元素合成理論

1.1 原子核の統計平衡状態

(Nuclear Statistical Equilibrium(NSE))

初めに初期宇宙における元素合成を理解するための準備として、各軽元素間に統計平衡状態が成り

立つと考えた時に、各軽元素の存在量が如何に表されるかを考える。この事について説明を行うため

に、まず宇宙において軽元素間に統計平衡状態が成り立つための条件、及び各平衡状態の定義を行う。

非平衡状態にある系が平衡状態に落ち着くためには平衡化に向かう反応が十分に生じる事が必要で

ある。すなわち、反応に要する時間よりも十分長い時間が経ち、初めて平衡状態が成立する。静的な

系であればただ時間が経過するだけで平衡状態が成立する。しかし、宇宙は膨張しているため、反応

に要する時間が考えている宇宙の年齢よりも長いと、反応が生じる事に宇宙が膨張してしまい、反応

時間の計算に用いる温度、密度が正しくなくなると考えられる。したがって、平衡状態が成立するた

めには平衡化に向かう反応が、宇宙年齢に比べ十分に早く生じていなければならない。これを式で表

すと以下となる。

Γ À H (1-1-1)

この式において Γは平衡化に向かう反応の反応率を表しており、H はハッブル定数を表している。

一回の反応に要する時間は Γ−1で表され、また宇宙年齢は t ≈ H−1より表されるため、この式は平衡

化に向かう反応が、宇宙年齢に比べ十分に早く生じる事を表している。これが成立することが平衡状

態が成立する条件である。ある原子核が存在している系に対して平衡状態が成立している事をその原

子核の統計平衡状態 (Nuclear Statistical Equilibrium(NSE))が成り立つという。
進化する宇宙においては様々な反応が様々なタイムスケールで生じているため、それに付随して平

衡状態も、どのような反応が十分活発に起こるかにより以下の三種類に大別できる。

• 運動学的平衡
これは反応の前後で粒子の種類の変わらない、弾性散乱のみが活発に生じている状態である。

• 化学平衡
　上記の反応に加え、反応前後で粒子の種類が変わるような反応も宇宙膨張のタイムスケール

よりも早く起こっている状態である。位相空間での分布関数の形は運動学的平衡状態の場合と同

じであるが、例えば abc · · · ↔ ijk · · · という反応が十分活発に起こっているとすると、それらの
化学ポテンシャル間に、µa + µb + µc + · · · = µi + µj + µk + · · · という関係が成り立つ。

• 熱平衡
最上位の平衡状態であり、考え得る全ての反応が宇宙膨張のタイムスケールより早く生じている

状態である。エントロピーが最大になるのは、化学ポテンシャルが全て 0となる状態であるた
め、非保存量に対応した化学ポテンシャルは全て 0になる
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A Z BA gA

2 H 2.22 MeV 3
3 H 6.92 MeV 2
3 He 7.72 MeV 2
4 He 28.3 MeV 1
12C 92.2 MeV 1

表 1.1: 軽元素の束縛エネルギー [5]

以上を考慮して説明を行う。運動学的平衡状態において、質量数 A、電荷 Zを持つ、非相対論的な
原子核種の個数密度は、以下の式で表される。

nA = gA

(
mAT

2π

) 3
2

exp
(

µA − mA

T

)
(1-1-2)

ここで、µAは原子核種の化学ポテンシャルを表している。もしも、Z個の pと、A-Z個の nから、
質量数 Aの原子核種を生成する反応が H よりも十分早く起こる、すなわち反応のタイムスケールが

当時の宇宙年齢よりも十分短ければ、化学平衡状態も得る事が出来る。化学平衡状態においては、質

量数 Aの原子核種の化学ポテンシャルは、pの化学ポテンシャル、nの化学ポテンシャルと以下の関
係で結びついている。

µA = Zµp + (A − Z)µn (1-1-3)

(1-1-2)は p、nに対して適用することが出来る。この事を用いると化学平衡状態が成り立っている
時、原子核の個数密度の式中の化学ポテンシャルの部分を p、nの個数密度で表すことが出来る。

exp
(µA

T

)
= exp

[
Zµp + (A − Z)

T

]
= nZ

p nA−Z
n

(
2π

mNT

) 3
2 A

2−A exp
[
Zmp + (A − Z)mn

T

]
(1-1-4)

expの部分を原子核種の束縛エネルギーで表すことにする。ここで、原子核種 Aの束縛エネルギー
は以下のように定義される。

BA ≡ Zmp + (A − Z)mn − mA (1-1-5)

以上の事を用いると、質量数 Aの原子核種の個数密度は以下で表される。

nA = gAA
3
2 2−A

(
2π

mNT

) 3(A−1)
2

nZ
p nA−Z

n exp
(

BA

T

)
(1-1-6)

幾つかの軽元素についての束縛エネルギーは表 1.1で表される。

宇宙が膨張していると考えると、ある粒子の個数密度はスケールファクターをRとしたとき、R−3

で減少していく。これは宇宙膨張に伴って変化する量であるため、ここでは新たに全核子の密度を

nN = nn + np +
∑

i(AnA)iとして、宇宙膨張に対して変化しない基準量として用いる。さらに全核子

量のうち質量数 Aの原子核種が占める割合 (質量分率とする)を以下のように定義する。

XA ≡ nAA

nN∑
i

Xi = 1 (1-1-7)
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この定義を用いると、原子核のNSE状態にて、質量数Aの原子核種の質量分率が以下で得られる。

XA = gA

[
ζ(3)A−1π

1−A
2 2

3A−5
2

]
A

5
2

(
T

mN

) 3(A−1)
2

× ηA−1XZ
p XA−Z

n exp
(

BA

T

)
(1-1-8)

ここで、式中の ηbは現在の宇宙のバリオンの量に対する光子 (γ)の量の比であり、以下の様に定義さ
れる。

ηb ≡ nN

nγ
(1-1-9)

以上の知識を用いて、初期宇宙における軽元素合成について説明を行う。

1.2 軽元素合成時代の初期 (TÀ1 MeV , t ¿1 Sec)

宇宙の軽元素合成の様子を説明するにあたり、まずはじめに宇宙の温度が 1[MeV]よりはるかに高
い状況を考える。この時、宇宙に存在している pと nは以下の反応によって互いに入れ替わる事が出
来る。

n ↔ p + e− + ν̄e (1-2-1)

νe + n ↔ p + e− (1-2-2)

e+ + n ↔ p + ν̄e (1-2-3)

この反応のタイムスケールが考えている宇宙年齢より十分早い時、化学平衡状態が得られ各粒子の化

学ポテンシャルは以下の関係で結びつく。

µn + µν = µp + µe (1-2-4)

これより、化学平衡状態が成り立っている時、nと pの個数密度の比は以下で表される。

n

p
≡ nn

np
=

Xn

Xp
= exp

[
−Q

T
+

µe − µν

T

]
(1-2-5)

ここで、式中の Qは nと pの静止エネルギーの差であり、Q ≡ mn − mp = 1.293MeVとなる。
この式中の化学ポテンシャルによる寄与は以下を考えると静止エネルギーの差による寄与に比べ、

非常小さく無視できると考えられる。

まずはじめに、電子 (e)の化学ポテンシャルからの寄与を考える。この化学ポテンシャルの寄与は、
この時代の e、γ の個数密度 ne, nγ が

nγ =
2ζ(3)
π2

T 3 (1-2-6)

ne =
2
π2

exp
( µ

T

)
T 3 (1-2-7)

で表されることから、
µe

T
∼ ne

nγ
で表される。さらに、宇宙が中性である事から ne = npとする事がで

き、結局

exp
(µe

T

)
∼ np

nγ
∼ ηb (1-2-8)
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となる。ゆえに ηb ∼ 10−10 であることから、この部分の寄与は非常に小さいことが分かる。

次に νe の化学ポテンシャルの寄与について、これは νe のレプトン数が非常に小さいことから寄与

が小さくなると考えられる。

以上の事を考えると、化学平衡状態における n,pの比は、以下のような式で表される。(
n

p

)
EQ

= exp
(
−Q

T

)
(1-2-9)

これを表すと、図 1.1のようになる。

図 1.1: nと pの比を表した図 [5]。
NSE状態が保たれたと考えた時の存在比と n-p比が凍結した場合の存在比が描かれている

次に、pと nを入れ替える反応の反応率を考える。これらの反応の単位時間、一核子当りの反応率
は、求める反応過程の反応振幅の二乗に粒子の位相空間密度をかけたものを終状態の全ての運動量で

積分することで得る事が出来る。また、この計算を行う際、エネルギー・運動量保存を課すため、デ

ルタ関数をかける。たとえば、pが nに変換する反応の反応率は、以下で表される。

Γpe→νn =
∫

fe(Ee) [1 − fν(Eν)] |M |2pe→νn(2π)−5δ(p + e − ν − n) × d3pe

2Ee

d3pν

2Eν

d3pn

2En
(1-2-10)

この式において、Ei は粒子 iのエネルギーを、pi は粒子 iの運動量を、fi(Ei) は粒子 iの位相空間密
度を表している。また、デルタ関数は始状態である p,eのエネルギー運動量が終状態である ν、nと等
しい事を表している。上記で記した nと pを入れ替える全ての反応に共通して、反応振幅は nの β−
崩壊の反応振幅に比例した形で表される。

|M |2 ∝ G2
F(1 + 3g2

A) (1-2-11)

この式において、gA ' 1.26は核子の軸性ベクトル結合定数を表し、またGFはフェルミ定数を表して

いる。この因子は nの寿命 (≡ τn)によって以下で表される。

τ−1
n = Γn→peν =

G2
F

2π3
(1 + 3g2

A)m5
eλ0 (1-2-12)

9



ここで、λ0 ∼ 1.636であり、これは nの崩壊についての位相空間積分から得られる因子である。
Qと eの質量 (≡ me)はこれらの反応の反応率についての積分範囲の上限と下限を定める。次のよ

うに無次元量を定義する。

q =
Q

me
, ε =

Ee

me
, z =

me

T
, zν =

me

Tν

すると、今考えている pから nへの変換反応の反応率は、以下で表される。

Γpe→νn =
1

τnλ0

∫ ∞

q

dε
ε(ε − q)2

√
ε2 − 1

[1 + exp(εz)][1 + exp((q − ε)zν)]]
(1-2-13)

高温極限、低温極限での振る舞いは、以下のようになる。

Γpe→νn −→


1
τn

(
T

me

)3

exp
(
−Q

T

)
T ¿ Q,me

7
60

π(1 + 3g2
A)G2

FT 5 T À Q,me

(1-2-14)

NSE状態が成立するかを確かめるため、この反応の反応率と考えている時代の宇宙の膨張率とを比較
する。この時代の宇宙が輻射優勢宇宙である事を考慮すると、膨張率は以下のように表される。

H ' 1.66g
1/2
∗

T 2

mpl
' 5.5

T 2

mpl
(1-2-15)

ここで、g∗ は存在している相対論的粒子種の全自由度を足し合わせた数を表しており、また mpl(=
1.22089×1019)[GeV]はプランク質量を表している。これより、反応率と膨張率の比は以下で表される。

Γ
H

∼
(

T

0.8MeV

)3

(1-2-16)

この式から、宇宙の温度が 0.8 MeVより高い時、反応は化学平衡状態が成り立つほど十分速く生じて
いるため、nと pの比はこの平衡状態の値と等しくなる。
宇宙温度が数MeVより高い時、弱い相互作用による反応の反応率だけがH より高くなるのではな

く、軽元素を形成する原始核反応の反応率も同様に高くなる。簡単のため、核子 n,pと質量数の小さ
い原子核である d、3He、4He、炭素原子核 (12C)の質量分率を考える。NSE状態においては、これら
の質量分率は以下の式で表される。

Xn

Xp
= exp

(
−Q

T

)
(1-2-17)

X2 = 16.3
(

T

mN

) 3
2

ηb exp
(

B2

T

)
XnXp (1-2-18)

X3 = 57.4
(

T

mN

)3

η2
b exp

(
B3

T

)
XnX2

p (1-2-19)

X4 = 113
(

T

mN

) 9
2

η3
b exp

(
B4

T

)
X2

nX2
p (1-2-20)

X12 = 3.22 × 105

(
T

mN

) 33
2

η11
b exp

(
B12

T

)
X6

nX6
p (1-2-21)

1 = Xn + Xp + X2 + X3 + X4 + X12 (1-2-22)

各原子核種の質量分率を宇宙温度の関数として表してものが図 1.2である。
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図 1.2: 各原子核種の質量分率を宇宙温度の関数として表した図 [5]

注目すべき点は、一核子辺りの原子核の束縛エネルギーが O(1 ∼ 8) MeVであるのにも関わらず、
質量分率の値がO(1)になるのは宇宙温度がO(0.3)MeVまで下がってからとなる点である。これは宇
宙が非常に高エントロピー状態、すなわちバリオンの存在量に対して γ の存在量が圧倒的に多いため、

宇宙温度が O(1)MeV程度に下がったとしても原子核の束縛を破壊する事のできる γ の量が多いため

である。

ここでは粗い近似 (Xn ∼ Xp ∼ 1)により、各原子核種の質量分率が 1となる時の宇宙温度 (≡ TNUC)
を求める。これは以下のように表される。

TNUC ' 1
A − 1

BA

ln(η−1
b ) + 1.5 ln(mN/T )

(1-2-23)

各原子核種の値をあらわに表してやると、以下のようになります。

d ⇒ TNUC ' 0.07MeV (1-2-24)
3He ⇒ TNUC ' 0.11MeV (1-2-25)
4He ⇒ TNUC ' 0.28MeV (1-2-26)
12C ⇒ TNUC ' 0.25MeV (1-2-27)

宇宙温度が数MeVより十分に低くならない限り、各軽元素の存在量が大きくならないのは、dの束
縛エネルギーが低い事にも起因する。各軽元素は dを素に合成される。この dの束縛エネルギーが高い
とすると、宇宙温度がより高い時期で dの合成が行われ、逆に束縛エネルギーが低いとすると、それだ
け宇宙温度が低くならなければ dの合成が行われない。よって、各軽元素の存在量が低いのは dの束縛
エネルギーが低いために軽元素合成の生じる時期が遅いからといえる。そして、この事を”deuterium
bottleneck”と呼ぶ。事実、4He,12 Cの NSE状態の存在量は宇宙温度が 0.3MeV以下にならないと大
きな値をとらない。
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1.3 初期宇宙軽元素合成

ここでは軽元素合成が如何にして行われるかを宇宙温度が高い時期から低い時期へと三段階にわけ

て説明していく。

1.3.1 t = 10−2 Sec ,T = 10 MeV

この時代では、宇宙のエネルギー密度は輻射優勢になっており、相対論的粒子は e±、γ、3種のニュー
トリノである。そして、このことから相対論的粒子の自由度の合計は g∗ = 10.75となっている。また
この時代では、弱い相互作用による全ての反応の反応率は、宇宙膨張率より非常に高くなっている。

よって、 (
n

p

)
=

(
n

p

)
EQ

' 1 Tν = T

が成り立つ。NSE 状態中にある軽元素は ηb の値が非常に小さいため、小さい値をとる。例えば、

ηb = 10−9 の時

Xn, Xp = 0.5 (1-3-1)

X2 = 4.1
(

T

mN

) 3
2

ηb exp
(

2.22
TMeV

)
' 6.0 × 10−12 (1-3-2)

X3 = 7.2
(

T

mN

)3

η2
b exp

(
7.72
TMeV

)
' 2 × 10−23 (1-3-3)

X4 = 7.1
(

T

mN

) 9
2

η3
b exp

(
28.3
TMeV

)
' 2 × 10−34 (1-3-4)

X12 = 79
(

T

mN

) 33
2

η11
b exp

(
92.2
TMeV

)
' 2 × 10−126 (1-3-5)

ここで温度は TMeV =
T

MeV
として無次元量で表されている。

1.3.2 t ' 1 Sec , T = TF ' 1MeV

この時代より少し前に3種のニュートリノが熱浴から脱結合1する。そしてその後、宇宙温度がT ' me

3
になるまで e±対は γにのみ対消滅し、エントロピーを寄与する。その結果、ν の温度に比べ、γの温

度の方が
(

11
4

)1/3

だけ高くなる。

この時期になると、弱い相互作用を媒介にする nと pを入れ替える反応が凍結、すなわちこの反応
の反応率が Hより小さくなり、事実上反応が起きなくなる。この凍結が起こる際の nと pの比は、以
下のようになる。 (

n

p

)
freeze out

= exp
(
− Q

TF

)
' 1

6
(1-3-6)

しかし、この反応の凍結が生じた後でも、自由な nの自然崩壊などにより nの量が減少するため、nと
pの比はこの値で一定に保たれるのではなく少し減少する。この時期においても、各原子核種はNSE

1脱結合とは考えている粒子の平衡状態が保たれなくなる事をいう。
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状態にあり、その存在量はとても小さくなっている。

Xn ' 1
7

(1-3-7)

Xp ' 1
6

(1-3-8)

X2 ' 10−12 (1-3-9)

X3 ' 10−23 (1-3-10)

X4 ' 10−28 (1-3-11)

X12 ' 10−108 (1-3-12)

1.3.3 t = 1 Sec - 3 Min , T = 0.3 - 0.1 MeV

この時期になると、e± も相対論的粒子ではなくなるため、g∗ の値が現在の値まで減少する。宇宙

温度が 0.3 MeVの時、4Heの質量分率は NSE状態にある時の値に急激に近づく。しかしこの時期の
少し前、宇宙温度が 0.5 MeVの時、存在する 4Heの量は、NSE状態にある時の存在量より低くなっ
ている。これは、下に記したこの時期における 4Heを形成する一連の合成反応が、4Heを NSE状態
とする程大きくないことに起因する。

d + d → n +3He
3He + d → p +4He

d + d → p +3H
3H + d → n +4He

d + d → γ +4He

これらの反応の反応率が 4Heを NSE状態にする程に大きくならない理由として 2つ挙げられる。ま
ず初めに、これらの反応において必要な各原子核 (d,3He,3 H)の存在量自体が少ないという点が挙げ
られる。これらの反応の反応率は、各原子核の存在量と反応断面積を掛け合わせたもので表されるた

め、素となる原子核の存在量自体が少ないと反応が十分早く起こらないのである。次に、反応が各原

子核のクーロン力によって阻害されることが挙げられる。各原子核は正の電荷を持っているため反発

しあい、反応が生じにくくなっている。この事は以下の反応断面積の式から読み取ることが出来る。

〈σ|v|〉 ∝ exp
[
−2Ā

1
3 (Z1Z2)

2
3 T

− 1
3

MeV

]
(1-3-13)(

ここでĀ =
A1A2

A1 + A2

)
〈σv〉は反応断面積と反応粒子同士の相対速度を掛け合わせたものの熱平均をとったものを表している。
4Heを合成する反応の反応率が 4HeをNSE状態にするほど大きくなるのは、宇宙温度が T ' TNUC ∼
0.1MeV程に落ち、d, 3He , 3Hなどの存在量が大きくなってからである。一度これらの原子核が合成
されると、ほぼ全ての nは束縛エネルギーの強い 4Heに取り込まれる。全ての nが 4Heに取り込まれ
ると考えると、その質量分率は以下のように簡単に見積もることが出来る。

X4 ' 4n4

nN
=

4(nn/2)
nn + np

=
2(n/p)NUC

1 + (n/p)NUC
(1-3-14)

ここで (n/p)NUC ' 1/7は、4He合成が終わる際 (T ' 0.1MeV)に宇宙に存在している nと pの比
を表している。
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以上のように 4Heは初期宇宙に合成されるが、それよりも束縛エネルギーが大きい炭素原子核 (12C)、
酸素原子核 (16O)は初期宇宙においては合成されない。この理由として、これらの原子核が多くの正
電荷をもっているため、クーロン力によって合成が阻害される事、また質量数 5,8の安定した原子核
が存在しないために大きな質量数を持った原子核まで合成反応が起きない事などが挙げられる。

質量数が 4より大きい原子核の中でも、少量の 7Liは合成される。この 7Liの合成は ηbの値によっ

て大きく寄与する反応が異なる。すなわち、以下のようになる。

ηb ≤ 3 × 10−10 ⇒4He +3H → γ +7Li (1-3-15)

ηb ≥ 3 × 10−10 ⇒4He +3He → γ +7Be (1-3-16)

⇒7Be + e− →7Li + νe

また、7Liの合成反応に対し、これを破壊する反応は以下のように記述される。

ηb ≤ 3 × 10−10 ⇒7Li + p → 24He (1-3-17)

ηb ≥ 3 × 10−10 ⇒7Be + n → p +7Li (1-3-18)

7Beの破壊反応については、この時代の nの個数密度が非常に小さい事から有効に働かないと考えら
れる。そのため ηB が大きいとすると、現在残っている多くの 7Liは初期宇宙の時代に 7Beの形で合
成されたと考えられる。

1.3.4 軽元素合成量の時間発展

以上、説明してきた軽元素の合成の時間発展は図 1.3で表される。この図は、宇宙が膨張し、冷え
た際の様々な軽元素の pとの存在比を表している。
初めに、元素合成の初期、T À 109Kでは殆ど全てのバリオンが自由な pと nで存在している。そ

して膨張に伴い宇宙が冷えていき、dが合成され、その存在量が増えてくると他の軽元素である 3He,
3H, 4Heなどが合成される。最終的には宇宙が誕生してから 10分後、T ∼ 4 × 108Kに下がると軽元
素合成は実質的に終わる。このようにして軽元素合成は行われるが、現在殆どの全てのバリオンは p
と 4Heの形で存在している。また元素合成の結果残った少量の nは自然崩壊して pとなる。

1.4 軽元素合成量:予言値

ここでは初期宇宙における各軽元素の合成量の理論による予言値について、より詳しく説明してい

く。まず初めに、各元素の合成量の予言値は共通して ηb の値に依存している事を説明する。

ηbの値が大きい事は、それだけバリオンに対して γが少なく存在している事を意味している。その

ため、d が合成される時期について考えた時、合成された dを再分解する程大きなエネルギーを持っ
た γ の量が少なくなるため、dの合成時期が早まると考えられる。このようにして早めに dの合成が
行われると、それだけ効率よく 4Heが合成されるため 4Heの予言値は大きくなると考えられる。そし
て、それに対応してその素となる d、3Heの予言値は小さくなると考えられる。また 7Liの予言値に
ついては、前述したように ηbの値によって大きく寄与する反応が異なるため、その存在量は ηb に依

存すると考えられる。
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図 1.3: 初期宇宙元素合成理論における軽元素合成量の予言値の時間発展 (または宇宙温度に対する変
化)を表した図 [7]。
縦の矢印はほぼ全ての 4Heが合成された時期であり T ∼ 8.5 × 108Kを表している。また灰色で表さ
れている縦の束は、記載されている事象の起こる時期を表し、左から ν の脱結合、e± の対消滅、n-p
比の凍結、d bottleneck、全原子核反応の凍結となる。

このようにして、各軽元素の合成量は ηbの値に依存していると考えられるが、この ηbの値はWilkin-
son Microwave Anisotropy Probe (WMAP) による宇宙マイクロ波背景放射 (cosmic microwave back-
ground (CMB))の観測から測定され、現在の測定値は以下のようになっている [10]。

ηb =
nb

nγ
= (6.23 ± 0.17) × 10−10 (1-4-1)

本論文では、一貫してこの値を用いて説明を行う。

以下では、この値を用いた時の初期宇宙における各軽元素の合成量の現在の予言値として、具体的

な値を出して説明を行う。

1.4.1 4He

初めに p の存在量との比 ∼O(0.1) の元素である 4He について説明していく。4He の p との存在
量の比 (≡ Yp = 4He/H) は元素合成の時代に起こる各現象、すなわち T' 0.7MeV での n-p 比の
凍結、”deuterium bottleneck”が起こる前の凍結後の n の減少 (n の自然崩壊による)、”deuterium
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bottleneck”自体、などの起きるタイミングに依存している。したがって、Yp はニュートンの重力定

数、n-pの質量差、nの寿命、dの束縛エネルギーなどの良く測定された量と、あまり正確には求めら
れない 4He合成に関する原子核反応率に依存している。この Yp は上記したように元素合成時代に起

こる事象のタイミングに大きく影響を受けるため、4HeはH に対する重要な”probe”と考える事が出
来る。

現在の初期宇宙元素合成理論による Yp の予言値は、

Yp = 0.2486 ± 0.0002 (1-4-2)

となっている [11]。

1.4.2 d, 3He

次に pの存在量との比∼O(10−5)の元素であるD, 3Heについて説明していく。dと 3Heの初期宇宙
元素合成理論における予言値は、dの合成に関する原子核反応率の値と理論に入れる ηb の値に大きく

影響を受ける。これら反応率は良く測定されており、またWMAPの観測から得られた ηb の値を用い

ると、これらの存在量を精密に予言することが出来る。それら予言した値は、以下のようになる [11]。

d/H = (2.49 ± 0.17) × 10−5 (1-4-3)
3He/H = (1.00 ± 0.07) × 10−5 (1-4-4)

1.4.3 7Li

次に pの存在量との比∼O(10−10)の元素である 7Liについて説明していく。初期宇宙元素合成理論
において予言される全ての軽元素の中で、7Liが理論の中に入れる ηbと原子核反応率の値に最も影響

を受ける。この 7Liは、理論において予言された量がそのまま観測量と等しくなるわけではなく、実
際には理論において予言された 7Liと”7Be”の量が現在の 7Liとして観測される。これは初期宇宙にお
いて合成された 7Beが、後の時代に eを捕獲して 7Liに変換するためである。そして現在、CMBの
測定によって測られた ηbの値を用いると、理論において予言される現在観測されるだろう 7Liの存在
量は、初期宇宙においてその 90% が以下の反応によって 7Beの形で合成されていると考えられる。

4He +3He →7Be + γ (1-4-5)

上記した反応の 3He一つ当りの反応率が、元素合成時代の宇宙膨張率に比べ非常に小さくなるため、
予言される 7Beの量はこの反応における S-因子 (この値についての説明は付録 A参照)に線形に依存
する。この反応の反応率を考慮すると、現在の初期宇宙元素合成理論における 7Liの予言量は以下と
なる [11]。

7Li/H = 5.24+0.71
−0.67 × 10−10 (1-4-6)

1.4.4 6Li , A≥ 9の元素

最後に pの存在量との比≥O(10−14)の元素である 6Li , A≥ 9について説明していく。6Liは初期宇
宙において、以下の反応で合成されると考えられる。

4He + d →6Li + γ (1-4-7)
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初期宇宙での温度では、この反応の反応率は他の γ を放出する反応、例えば

4He +3He →7Li + γ

などの反応の反応率に比べて 4桁ほど小さくなり、また γ を放出しない反応の反応率に比べると 7∼8
桁ほど小さくなる。これは反応粒子である 4Heと dの各々が持つ電荷と質量数の比が同じであること
から E1遷移が禁止されるためである。このように 6Liの合成反応が極端に下がるため、理論における
予言量は

6Li/H ∼ O(10−14)

となる。この予言量は、現在の 6Liを観測できるレベルより低い値となっている。
質量数が 9以上の原子核である 9Be, 10B, 11Bは標準的な初期宇宙元素合成理論の枠組みでは殆ど

合成されない。これは、安定な質量数A=8の原子核が存在しないため、質量数A=9以上の原子核の
合成が阻害されるからである。

1.5 軽元素合成量:観測値

ここでは、各軽元素について観測の方法と観測値について説明を行う。ここでの説明では各原子核

の同位体、または同位体との比、例えば 6Li , 9Be, 3He/d などを含む。

1.5.1 4He

初期宇宙に合成された 4Heと pの比、4He/H は銀河系外にある H-II領域2からの H , Heの放出線
を用いて推定される。以下で、その仕組みを以下で説明する。

H-II領域ではその中心にある大質量星 (O型星、B型星)の紫外線によって Hが電離している。こ
の時、Hと同様に 4Heも電離し、He-II3になっている。この領域にあるHと 4Heは、星からの光によ
り以下のようにイオン化と再結合が頻繁に起きている。

H + γ ↔ H+ + e− (1-5-1)
4He + γ ↔4He+ + e− (1-5-2)

4Heの存在比を求めるのに用いられる放出線は波長が 3889Å, 4471Å, 5876Å, 6678Å, 7065Åのもので
ある。対して、Hの存在量測定に用いられる放出線はバルマー系列 (n=2のエネルギー準位に eが落
ちる際に放出される線)のものとなる。これらの原子核が再結合する際の放出線を観測することによ
り、H-IIとHe-IIの比 4He+/H+ を求める事ができ、さらにH-II領域においてHと 4Heがほぼ 100%
H-IIと He-IIとして存在するため、H-II領域における 4He/Hが求められる。
しかし、上記した方法で求めた 4Heの存在量には星で合成されたものも含まれる。実際に求めたい

量は初期宇宙における合成量であるため、星による合成の影響を含めなければならない。星では金属

も合成されるため、この金属の量が星による影響の強さの指標と考えられる。したがって、星による

寄与を少なくするためには出来るだけ金属量の低い H-II領域を観測する必要がある。そしてさらに、
観測した 4Heの pとの存在比と金属との相関をとり、金属量が 0となる極限をとることによって宇宙
初期において合成された 4Heの pとの存在比を求める。

2H-II 領域とは電離した H が光を放っている天体をいう
3これは二つある e のうち一つが電離した状態をいう
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以上の方法により He/Hの比の測定は幾つかのグループによって行われてきた。現在の値は、以下
のようになっている。[12],[13]

Yp = 0.249 ± 0.009 (1-5-3)

Yp ' 0.250 ± 0.004 (1-5-4)

1.5.2 d

dは非常に壊されやすい原子核であり、元素合成の時代以外では合成されることがないため、現在
観測される存在量は元素合成の時代に合成され、銀河の化学進化によって壊されずに残った量だと考

えられる。よって現在の観測量は、元素合成時代の合成量の『下限』と考えられる。

この dは現在、金属量の低いクェーサーの吸収線観測 (quasar absorption line system≡QALS )に
より、ライマン α雲 (原始水素雲)中で直接観測される。dの観測対象となるライマン α雲は大きな赤

方偏移を持ち、金属量が太陽系に比べて低いため、そこでの dの pとの存在比は宇宙初期での存在比
と等しいと考えられる。クェーサーの光がライマン α雲を通過する際に、Hのエネルギー準位

En = − mee
4

w~2(1 + me/mp)
1
n2

= −13.6
1
n2

eV (1-5-5)

で En − E1 に等しいエネルギーの光は Hに吸収される。ここで n=2,3,4,5· · · に対応する吸収線をラ
イマン α、ライマン β、ライマン γ、ライマン δ、· · · と呼ぶ。dの場合、エネルギー準位は Hの順位
の式 (上記したもの)においてme/mp をme/md に変えれば求められる。したがって、d-吸収線のエ
ネルギーは Hに比べて 0.003 % 程高くなります。
以上の方法によって測定された d/H の現在の値は以下のようになる [14]

d/H = (2.82 ± 0.12) × 10−5 (1-5-6)

1.5.3 7Li

現在、宇宙初期において合成された 7Liの量は、我々の銀河にある種族 IIの星4の観測から推定さ

れる。

このようにして観測された 7Liの pとの存在比は、金属量が低く温度が高い星で金属量、温度によ
らず一定なっており、これを”スパイトプラトー (Spite Plateau)”と呼ぶ。観測において、温度が低い
星での 7 Liの存在量は低くなる。これは、そのような星では対流活動が星の表面近くまで効いている
ことから、表面近くの 7Liが星の内部に運ばれ燃焼されるためと考えられる。また、金属量の多い星
での 7 Liの存在量は高くなるが、これはこのような星では銀河の進化の過程で宇宙線による相互作用
から 7 Liが合成され多くなると考えられる。この 7Liの存在量測定には後の章で説明する通り、星の
対流活動の影響をどのように含めるか、測定値を定めるために必要なパラメーターである星の表面温

度の測定方法などに関して、未だ多くの問題が残されている。

現在の Spite Plateauからの 7Liと pとの存在比の測定結果は以下のようになっている [15][16]。

7Li/H = 1.23+0.34
−0.16 × 10−10 (1-5-7)

4銀河構造の円盤部に属する天体を種族 I、ハロー部に属する天体を種族 II と呼ぶ。銀河の円盤部はガスを多く含み、主と
して回転により支えられており、重元素量は太陽のものと同程度になっている。対してハロー部はガスをほとんど含まず、ほぼ
球状の分布をしており、また回転以外にランダムな運動に支えられており、重元素量は太陽の 100 分の 1 程度になっている。
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これらの値は標準的な初期宇宙元素合成理論からの予言値 5.24+0.71
−0.67 × 10−10(1-4-6)と矛盾してい

る。これをリチウム問題と呼ぶ。

この問題に対する解決策は現在までに様々考えられてきた。本論文では、二章以降でこの問題に対

する解決策を説明する。

1.5.4 6Li

標準的な初期宇宙元素合成理論から予言される 6Liの合成量は非常に小さいため、この 6Liの存在
量の起源は初期宇宙元素合成とは関係がないと考えられている。逆に考えると、低い金属量を持つ恒

星にてO(10−12)を超える 6Liの存在量が検出されると、標準的な元素合成理論と銀河の化学発展模型
の両方にとって興味深いテストとして考えられる。Liの同位体比 6Li/7Li ' 0.05での 6Liの Plateau
の存在が低金属量を持つ 10個の恒星の観測から確認されている [17]。この観測から測定された同位体
比 6Li/7Liは低金属量を持つ星での宇宙線による合成では説明されない事が知られている [18]。しか
し、星の大気においては 7Liと 6Liの吸収線が互いに交わりあうため、この測定は非常に難しいもの
となっていると考えられる。実際、最近の研究 [19]では、星の対流活動が引き起こす 7Li吸収線の歪
みが 6Liの検出と混同されているものだと指摘している。

1.6 初期宇宙元素合成理論の観測との整合性

これまでに理論における初期宇宙での軽元素合成量の予言値が ηbの値に依存する事を説明した。初

期宇宙に合成される各軽元素、d, 3H, 3He, 4He, 7Liの量の予言値の ηb に対する依存性は図 1.4で表
される [11]。
この図において、d, 3He, 4Heの存在量は理論における予言値と観測量が整合性良く一致している事

がわかる。これらの元素に対して、7Liの存在量は理論における予言値と観測量が矛盾しており、理論
における予言値が観測値に比べ 2～3倍程大きくなっている事が見て取れる。これが上記でも説明した
初期宇宙元素合成理論における Li問題である。
以下では、この Li問題に対する解決策について説明を行う。
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図 1.4: 初期宇宙元素合成理論による d, 3H, 3He, 4He, 7Liの合成量予言値を表した図 [11] 各曲線の太
さは 95 % の信頼水準を表している。また、各長方形は軽元素の観測量を表している (小さい長方形
は±2σの統計誤差のみを、大きな長方形は±2σの統計誤差と系統誤差を表している)。縦の狭い束は
WMAPによる CMBの観測から測定された ηbの値を、広い束は初期宇宙元素合成理論と一致する ηb

の領域を共に 95 % の信頼水準で表している。
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第2章 Li問題の解決策I

Li問題に対する解決策は様々に考えられるが、それらは大きく分けて 1)今までの理論計算、観測
に対する修正、2)初期宇宙元素合成理論に 7Liの存在量を減少させる新たな機構を導入、の二つに分
けられる。この章では、1)の場合において、宇宙論的な観点から考察を行う。

2.1 Li問題の解決へ宇宙論的な観点からの考察

Li問題が存在する要因として、現在観測されている 7Liの存在量が初期宇宙における合成量と異な
る事が挙げられる。星の表面に存在する 7Liは重力の影響により、観測することが困難な星の内部へ
と運ばれると考えられる。また、重力以外にも 7Liが星の対流活動により星の内部へと運ばれ、燃焼
される事でその存在量が減少する事も考えられる。そのため、現在観測されている 7Liの存在量から
初期宇宙における合成量を推定する方法が必要となる。

以下では、7Liが重力の影響、対流の影響により内部へと運ばれる過程について説明し、これらを考
慮する事で Li問題が解決され得るかを説明する。

2.1.1 星の内部の熱輸送

星の対流活動について説明を行う前に、星内部における熱の伝わり方について説明を行う。

星内部において温度勾配があると、温度の高い部分から低い部分へと熱が伝わる。この熱の伝わり

方に二通りある。

一つ目は星の構成物質自体は動かず、エネルギーを持った γ が星の構成物質に衝突して熱を伝える

方法で、これを熱拡散による熱輸送と呼ぶ。

もう一つは星の構成物質自体が動く事で熱を伝える方法で、これを対流による熱輸送と呼ぶ。星の

内部において、その温度差が大きい割りに熱拡散が生じにくい場合、対流により熱が輸送される。こ

の対流は、熱拡散に比べ効率良く熱を輸送する事ができると考えられる。

2.1.2 星の対流活動

以下では星の対流活動について、それが起こる条件を説明する [8]。星の内部の温度分布が急になる
と対流が生じ、エネルギー輸送が対流で行われる。この対流の発生する条件は以下のようにして求め

られる。簡単のため、-z方向に重力加速度 gがあり、温度と圧力が T (z), p(z)の分布をしている一次
元の問題を考える。また、化学組成は一様とする。図 2.1のようにある小さな質量要素を周囲と化学
平衡を保ちながら断熱的に dz > 0だけ変位させると、この要素の圧力は

p(z + dz) = p(z) +
dp

dz
dz (2-1-1)
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温度は

Tf = T (z) +
dT

dp

∣∣∣∣
ad

dp (2-1-2)

となる。もし

Tf < T (z + dz) = T (z) +
dT

dp
dp (2-1-3)

とすると、周囲よりも低温であるため膨張し、それにより密度が高くなるので下向きに力が働き、こ

の質量要素はもとに戻る。すなわち、対流に対して安定といえる。逆に、

Tf > T (z + dz) (2-1-4)

とすると、周囲よりも密度が低くなるので浮力が働き、さらに上昇する。すなわち、対流に対して不

安定であるといえる。

dz > 0に対して dp < 0である事に注意すると、対流不安定の条件は

dT

dp

∣∣∣∣
ad

<
dT

dp
(2-1-5)

となる。あるいは。両辺に
∣∣∣∣dp

dz

∣∣∣∣をかけて ∣∣∣∣dT

dz

∣∣∣∣
ad

<

∣∣∣∣dT

dz

∣∣∣∣ (2-1-6)

で与えられる。これは、温度勾配が断熱的なものより急になる、別の言い方をするとエントロピー勾

配が負である時、対流が生じる事を意味している。dz < 0の場合も同じ条件を得られる。
また、対流不安定の条件は (2-1-5)の両辺に

p

T
をかけて

∇ad ≡ d lnT

d ln p

∣∣∣∣
ad

<
d ln T

d ln p

∣∣∣∣
rad

≡ ∇rad (2-1-7)

とも表される。

以上説明した対流活動は、星の表面温度からその活動具合がわかる。星の表面温度が低くなると、

光に対する不透明度が大きくなる。そのため、光子の拡散が遅くなり、熱の伝わり方が悪くなる。す

ると外側に熱を放射しにくくなるため、内側に熱がたまり、内側と外側の温度差が大きくなる。対流

活動は温度勾配によって生じるため、温度差が大きくなるほどより活発に行われる。よって、星の表

面温度が低いほど、対流活動が活発に行われると考えられるのである。

図 2.1: 対流発生の概念図 [8]
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2.1.3 星内部における 7Liの燃焼

星の構成物質の輸送は主に、星の中心から鉛直方向へ流れる鉛直対流と星の子午面を巡って流れる

子午面還流によって行われる。これらを複合して考えた場合、星の活動は非常に複雑となる。

そしてこれらの異なった流れにより星の内部に乱流が生じ、これにより星内部の対流領域とその下

の領域において混合が起きると考えられる。この混合の生じている領域を混合領域と呼ぶ。星の内部

では中心に向かうにつれて、温度、圧力、密度が高くなる。そのため、この混合領域の温度は対流領域

の温度より高くなると考えられる。そして、この混合領域の温度が 7Liを燃焼させるのに十分なほど
高温 (2.5× 106K)となると、この領域で以下の反応により 7Liは燃焼され、その存在量は減らされる。

7Li + p → 24He (2-1-8)

2.1.4 原子拡散

次に、7Liが星の重力により内部へと運ばれる過程について説明する。
星を構成する各元素について、それらの元素にかかる力は各元素が持つ質量数、電荷などが異なる

事から元素毎に異なると考えられる。そのため、各々の元素は各々にかかる力にしたがって、相対的

に移動すると考えられる。このようにして生じる各元素の移動を原子拡散と呼ぶ。この原子拡散につ

いて重力による作用を考えると、重い元素は軽い元素に比べ重力が強くかかるため、その分星の内部

へと運ばれると考えられる。このように重力による移動の事を、特に沈降と呼ぶ。

ある元素が原子拡散により、星の混合領域からその下の領域へと運ばれる量の時間変化は、以下の

式で表される [20]。
∂cZ

∂t
MZ = −4πr2ρwZcz (2-1-9)

ここで c(≡ N/NH)は pの存在量に対する注目している元素の存在量の比、MZは混合領域に含まれ

る質量、ρは星の密度、rは星の中心からの距離、wは拡散速度を表している。添え字の Zは、その
量が混合領域の一番底で評価される事を意味している。

拡散速度は以下の式で与えられる。

w = −D12

(
−∂ ln c

∂r
+

2A − Z − 1
2

mpg

kBT
− AmpgR

kBT
+ αT

∂ lnT

∂r

)
(2-1-10)

ここで D12 は拡散係数、A,Zは各々注目している元素の質量数、原子番号、mp は pの質量、gは
星の局所重力、Tは混合領域の温度、gR は輻射加速度、αT は熱拡散係数を表している。

星の対流領域にある 7Liの存在量は沈降によって下の領域に運ばれ、観測不能になるため、観測量
が減らされると考えられる。(2-1-9)、(2-1-10)を用いて、7Liの減らされるタイムスケールを表すと、
以下のようになる。

1
τLi

=
∂ ln cZ

∂t
≈ 2.3 × 10−22 AT

3
2 M

Z2MZ
yr−1 (2-1-11)

ここでM は星全体の質量を表している。この表現では拡散速度における主要項である重力による沈

降を表す項のみを残した。(2-1-11)は 7Li の沈降するタイムスケールは、星全体の質量が与えられた
時、混合領域にある質量とその温度に依存することを表している。
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2.1.5 初期宇宙における 7Li合成量の推定方法

以下では観測された星の 7Liの存在量から初期宇宙における合成量を推定する方法を文献 [1]を引用
して説明する。[1]では、球状星団 NGC6397中に存在している星の元素の存在量が調べられている。
ここで球状星団とは恒星が互いの重力で球形に集まった天体であり、その年齢は非常に古いと考えら

れる。また、球状星団中に存在している星の年齢、誕生した時点での構成成分は等しいと考えられる。

そのため、球状星団中の進化の度合いの異なる星での 7Liの存在量を測り、それらを比較することで、
星の沈降、対流活動が 7Liの存在量に与える影響がわかる。そしてそれを考慮する事で初期宇宙にお
ける 7Liの合成量を推定する事が出来る。

[1]における 7Liの存在量の測定結果は図 2.2で表される。
図 2.2において、連続した線はこの模型から予言される各元素の存在量を表している。点線の周り

の灰色の領域は CMBの観測と初期宇宙元素合成理論から求められた 7Li存在量予言値の 1σ の信頼

間隔を表している。また、破線はこの観測から推定される初期宇宙で合成された 7Liの量を表してい
る。そして、その周りの明るい灰色の領域は観測から推定される初期宇宙で合成された 7Liの量の 1σ

の信頼間隔を表している。

この図より、沈降の影響は重い原子核に対して大きくなり、また温度が高い星において大きくなる

事がわかる。

また、この図では 7LIの存在量は表面温度が低い星ではより低く、高い星ではより高くなっている。
これは前述で説明したように、星の表面温度が低いほど対流活動が活発に行われるので、より多くの
7Liが燃焼されるためと考えられる。

[1]では測定から推定された 7Liの初期宇宙での合成量はWMAPによる CMBの観測データから得
られた ηb の値を用いた初期宇宙元素合成理論の予言値の 78 % であり 1σのエラーの範囲で一致する

と結論付けられている。

しかし、[1]によって推定された 7Liの初期宇宙での合成量には、7Liの同位体である 6Liの観測の
観点から問題が存在していると指摘されている。上記したように、[1]では 7Liの減少は星の対流活動
による 7Liの燃焼過程から説明づけられる。しかし、このような 7Liの燃焼過程があるとすると、同
様な過程により 6Liも燃焼されると考えられる。そして、6Liは 7Liに比べて燃焼されやすいため、そ
の減少量は 7Liよりも大きくなると考えられる。このため、7Liの減少が燃焼過程によって説明づけら
れるか否かは、星表面にある 6Liの存在量測定から判断される。この 6Liの存在量の測定は [17]、[21]
によって行われた。そして、これらの測定では星表面に 6Liが存在することから、7Liの減少が燃焼過
程によるものという考え方は否定されている。しかし、[17]、[21]による 6Liの存在量測定にも未だに
問題があり、一概に 7Liの減少が燃焼過程によるものではないとも言う事が出来ない。
さらに、[1]で用いられたWMAPによるCMBの観測データから得られた ηbは古いものであり、最

新の ηb の値を用いた時、7Liの予言量は大きくなると考えられる。この値を用いた時、7Liの予言量
と観測量の差は大きくなると考えられ、よって対流、沈降の影響のみでは Li問題は解決することは出
来ないと考えられる。
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図 2.2: 観測された星の 7Liと Feの存在量を星の温度の関数で表した図 [1]
連続した線はこの模型から予言される各元素の存在量を表している。点線の周りの灰色の領域は

CMBの観測と初期宇宙元素合成理論から求められた 7Li存在量予言値の 1σの信頼間隔を表してい

る。また、破線はこの観測から推定される初期宇宙で合成された 7Liの量を表している。そして、そ
の周りの明るい灰色の領域は観測から推定される初期宇宙で合成された 7Liの量の 1σの信頼間隔を

表している.
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第3章 Li問題の解決策II

この章では、Li問題の解決を素粒子物理学における新たな模型の一つであるMSSMの枠組みで考
える。MSSMの枠組みでは、標準的な元素合成理論の枠組みでは考えられなかった長寿命荷電粒子が
元素合成の時代に存在し、その粒子が軽元素合成に影響を与えると考えられる。

本論文ではMSSMの枠組みの中でも、最も軽い超対称粒子 (Lightest Supersymmetric Particle=LSP)
をニュートラリーノ (χ̃0

1)、次に軽い超対称粒子 (Next Lightest Supersymmetric Particle=NLSP)を
スタウ (τ̃)としたものに注目する。そしてこの枠組みで Li問題を考える上で重要になるのが、これら
の粒子の寿命である。MSSMの枠組みにおいて R-parityが保存されていると LSPは崩壊不可能な安
定粒子となるため、この枠組みにおける χ̃0

1は安定粒子と考えられる。そして τ̃ は χ̃0
1との質量差が小

さくなると、崩壊の際に終状態空間が抑圧されることから長寿命になると考えられる [2]。長寿命 τ̃ が

元素合成の時代まで存在すると、標準的な初期宇宙元素合成理論では考えられなかった新奇な元素合

成反応が生じる。

長寿命 τ̃ による新奇な元素合成反応は様々考えられる。本論文では初めに τ̃ による 6Li触媒合成反
応 [22]、7Li, 7Be核種変換反応1[3]について簡単に説明を行う。そして次に、τ̃ による 4He破砕反応に
ついて説明を行う。ここでは前述した二つの反応より詳しく説明を行い、具体的に反応断面積、反応

のタイムスケールの計算方法を説明する。最後に、以上説明した τ̃ により引き起こされる新奇な元素

合成反応を含めて軽元素の合成量を計算した結果、軽元素合成量がどのように表されるかを図を用い

て説明し、最終的に Li問題が解かれ得る事を説明する。

3.1 τ̃触媒合成反応

初めに、τ̃ による 6Li触媒合成反応について説明する。初期宇宙元素合成理論において 6Liの合成は
1.4.4 で説明したとおり、以下の反応で行われると考えられる。

4He + d →6Li + γ (1-4-7)

前述したように、この反応は初期宇宙における他の元素の合成反応に比べて極端に低いと考えられる。

長寿命 τ̃ が初期宇宙に存在すると、τ̃ は 4Heと束縛状態を形成して、上記した反応とは別に以下の
6Li合成反応を引き起こすと考えられる。

(τ̃4He) + d →6Li + γ (3-1-1)

この反応において、τ̃ はその状態を変化せず、6Li合成反応を高める触媒として作用している。またこ
の反応は (1-4-7)の反応と異なり 4He,d間の核力によって生じるため、その反応の大きさは (1-4-7)よ
り 6-7桁大きくなると考えられる。

1原子核の核種変換反応とは、原子核を構成している核子である n、pの状態を変える事で、ある原子核を別の原子核に変え
る反応をいう
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3.2 τ̃核種変換反応

次に、τ̃ による原子核核種変換反応について説明を行う。この反応は以下の式で表される。

(τ̃7Be) → χ̃0
1 + ντ +7Li

(τ̃7Li) → χ̃0
1 + ντ +7He

(3-2-1)

この反応によって生じた 7Liは背景にある pによって壊される。また、7Heは背景に存在してる他の
原子核と反応し 3He,4Heなどに壊れる。
この反応の重要な点は、τ̃ が原子核と束縛状態を形成している点である。τ̃ が原子核と束縛状態を

形成すると、これらは非常に相互作用しやすくなる。これには二つの理由にがある。一つ目は、束縛

状態を形成することにより、原子核の波動関数の重なりが非常に大きくなるためである。二つ目は、τ̃

と χ̃0
1の質量差が小さい場合においても、原子核の核種変換が強く生じるためである。τ̃ は χ̃0

1 との質

量差がパイオン (π−)より大きくなると、以下の反応で崩壊する。

τ̃− → χ̃0
1 + ντ + π− (3-2-2)

このとき放出される π−が原子核とハドロニック-カレント相互作用する事で、原子核の核種変換が起
きる。しかし、この反応は τ̃ と χ̃0

1の質量差が π−の質量より大きくなければ力学的に禁止される。今

考えているシナリオでは、τ̃ と χ̃0
1の質量差が小さくなるほど τ̃ の寿命が長くなるため、この質量差が

π−の質量より小さい領域が重要となる。そこで、τ̃ が原子核と束縛状態を形成している事が重要にな

る。τ̃ が原子核と束縛状態を形成すると、τ̃ と原子核の距離が非常に近くなる。そのため、τ̃ と χ̃0
1の

質量差が π− 以下の場合でも、仮想的に放出される π− と原子核のハドロニック-カレント相互作用が
可能になり、原子核の核種変換反応が強く生じると考えられるのである。

3.3 4He破砕反応

次に、τ̃ による 4He破砕反応について詳しく説明していく。本論文で調べた 4He破砕反応は以下の
三つである。

(τ̃4He) → χ̃0
1 + ντ + t + n (3-3-1)

(τ̃4He) → χ̃0
1 + ντ + d + n + n (3-3-2)

(τ̃4He) → χ̃0
1 + ντ + p + n + n + n (3-3-3)

これらの反応は図 3.1で表されている。これらの反応は条件により、反応 (3-1-1)よりも強く起こる
と予想される。その理由は以下のように考えられる。反応 (3-1-1)は (τ̃4He)の束縛状態に dが衝突す
ることで起きる反応である。そのためこの反応の強さは dの個数密度 (nd)に依存すると考えられる
が、元素合成時代の ndはそれほど高くないと考えられる。対して、上記した反応 (3-3-1)、(3-3-2)は
τ̃ が 4Heと束縛状態を形成した後、他の原子核との衝突などを考えることなく起こる反応であるため、
3.2で述べた理由と同じ理由で強い反応となると考えられる。
もしも上記したように 4He破砕反応が τ̃ による 6Li触媒合成反応より優勢となるとすると、(3-1-1)

による 6Liの過剰生成は抑制されると考えられる。また、その際には 4He破砕反応により d,tの過剰
生成が起こりうると考えられる。

そのため、以下では具体的に (3-3-1)、(3-3-2)の起こるタイムスケールを求め、これらを (3-1-1)の
タイムスケールと比較し、4He破砕反応が τ̃ 触媒合成反応より優勢になる条件を求める事にする。
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図 3.1: 4He破砕反応を表した図
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まず初めに、反応 (3-3-1)、(3-3-2)を記述するラグランジアンを表す。

L = τ̃ χ̃0
1(gLPL + gRPR)τ +

√
2GFντγµPLτJµ + h.c., (3-3-4)

この式において、GF = 1.166 × 10−5GeV−2はフェルミ定数、PL(R)はカイラル射影演算子、Jµはハ

ドロニックカレントを表している。gL, gR は有効結合定数であり、以下で表される。

gL =
g√

2 cos θW

sin θW cos θτ (3-3-5)

gR =
√

2g

cos θW
sin θW sin θτ (3-3-6)

ここで gは SU(2)L 結合定数であり、θW はワインバーグ角を表している。

3.3.1 (τ̃ 4He) → χ̃0
1 + ντ + t + n

初めに、反応 (τ̃4He) → χ̃0
1 + ντ + t + nの反応断面積、タイムスケールを計算する。この反応の反

応断面積は、反応振幅の自乗を全ての終状態粒子の全運動量空間で積分することで得られる。式で表

すと、以下のようになる。

(σv)tn ≡ σv((τ̃4He) → χ̃0
1 + ντ + t + n)

=
1

2Eτ̃

∫
d3pν

(2π)32Eν

d3pχ̃0
1

(2π)32Eχ̃0
1

d3pn

(2π)3
d3pt

(2π)3

× |M((τ̃4He) → χ̃0
1ντ tn)|2

× (2π)4δ(4)(pτ̃ + pHe − pν − pt − pn) (3-3-7)

この式において、pi, Eiは粒子 iの運動量、エネルギーを表している。反応振幅 |M((τ̃4He) → χ̃0
1ντ tn)|

は以下のようにハドロニックカレントによる部分 (hadronic part)とレプトニックカレントによる部分
(leptonic part)に分かれる。

|M((τ̃4He) → χ̃0
1ντ tn)| = 〈tnχ̃0

1ντ |Lint|4Heτ̃〉

= 〈tn|Jµ|4He〉〈χ̃0
1ντ |jµ|τ̃〉 (3-3-8)

この計算については全て付録に記載する事とする。

この反応のタイムスケールは、反応断面積から以下のように求められる。

τtn =
1

|ψ|2 · (σv)tn
(3-3-9)

ここで |ψ|2は τ̃ と 4Heの波動関数の重なりを表している。今、τ̃ の質量が Heの質量に比べて非常に
大きいことから、τ̃ を点電荷であるとし、その周りを Heが周回している描像を考える。すると、|ψ|2

は以下の様に表せる。

|ψ(0)|2 ∼ R−3 =
(ZαmHe)3

π
(3-3-10)

ここで Z , mHe は各々4Heの質量数と質量を表している。
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3.3.2 (τ̃ 4He) → χ̃0
1 + ντ + d + n + n

この計算も、(τ̃4He) → χ̃0
1 + ντ + t + nの計算と同様に行う事が出来る。初めに、この反応の反応

断面積を表すと、次のようになる。

(σv)dnn ≡ σv((τ̃4He) → χ̃0
1 + ντ + d + n + n)

=
1

2Eτ̃

∫
d3pν

(2π)32Eν

d3pχ̃0
1

(2π)32Eχ̃0
1

d3pn1

(2π)3
d3pn2

(2π)3
d3pd

(2π)3

× |M((τ̃4He) → χ̃0
1ντdnn)|2

× (2π)4δ(4)(pτ̃ + pHe − pν − pd − pn1 − pn2) (3-3-11)

反応振幅 |M((τ̃4He) → χ̃0
1ντdnn)|は、(τ̃4He) → χ̃0

1 + ντ + t + nの場合と同じく、以下のようにハド
ロニックカレントによる部分 (hadronic part)とレプトニックカレントによる部分 (leptonic part)に
分かれる。

|M((τ̃4He) → χ̃0
1ντdnn)| = 〈dnnχ̃0

1ντ |Lint|4Heτ̃〉

= 〈dnn|Jµ|4He〉〈χ̃0
1ντ |jµ|τ̃〉 (3-3-12)

この計算も同様に付録に記載する事とする。

反応のタイムスケールは、以下で表される。

τdnn =
1

|ψ|2 · (σv)dnn
(3-3-13)

3.3.3 (τ̃ 4He) → χ̃0
1 + ντ + p + n + n + n

同様に計算を行う。初めに、この反応の反応断面積を表すと、次のようになる。

(σv)pnnn ≡ σv((τ̃4He) → χ̃0
1 + ντ + d + n + n)

=
1

2Eτ̃

∫
d3pν

(2π)32Eν

d3pχ̃0
1

(2π)32Eχ̃0
1

d3p1

(2π)3
d3p2

(2π)3
d3p3

(2π)3
d3p4

(2π)3

× |M((τ̃4He) → χ̃0
1ντpnnn)|2

× (2π)4δ(4)(pτ̃ + pHe − pν − p1 − p2 − p3 − p4) (3-3-14)

反応振幅 |M((τ̃4He) → χ̃0
1ντpnnn)|は、(τ̃4He) → χ̃0

1 + ντ + t + nの場合と同じく、以下のようにハ
ドロニックカレントによる部分 (hadronic part)とレプトニックカレントによる部分 (leptonic part)に
分かれる。

|M((τ̃4He) → χ̃0
1ντpnnn)| = 〈pnnnχ̃0

1ντ |Lint|4Heτ̃〉

= 〈pnnn|Jµ|4He〉〈χ̃0
1ντ |jµ|τ̃〉 (3-3-15)

この計算も同様に付録に記載する事とする。

反応のタイムスケールは、以下で表される。

τpnnn =
1

|ψ|2 · (σv)pnnn
(3-3-16)
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3.3.4 結果

以上計算した 4He 破砕反応 (3-3-1)、(3-3-2) 、(3-3-3)のタイムスケールと、τ̃ 触媒合成反応 (3-1-1)
のタイムスケールを同時に表すと、図 3.2のようになる。
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図 3.2: 各反応の Time scaleを表した図
横軸は τ̃ と χ̃0

1 の質量差 (δm)をMeV表示してあり、縦軸の単位は [Sec]となっている。点曲線は tn
への 4He破砕反応 (3-3-1)のタイムスケールを、一点鎖曲線は dnnへの 4He破砕反応反応 (3-3-2)の
タイムスケールを、横軸に水平な黒い点線は τ̃ 触媒合成反応 (3-1-1)のタイムスケールを、実線はスタ
ウの寿命を表している。尚、ここでは τ̃ のパラメーターとして、mτ̃ = 350GeV、θτ = 0, γτ = 0とし
ている。

図より、tnへの 4He破砕反応 (3-3-1)のタイムスケールの方が dnnへの 4He破砕反応 (3-3-2)のタ
イムスケールより小さいことから、Heは τ̃ と束縛状態を形成したのち、dnnに壊れるよりも、tnに
壊れやすいと考えられる。

またこの図より δmが 25MeV以上の領域で、4He破砕反応のタイムスケールの方が τ̃ 触媒合成反

応のタイムスケールより短くなることが分かる。これはその領域において、4He破砕反応の方が優勢
に起こることを意味しており、Heは τ̃ と束縛状態を形成したのち、dと反応する前に τ̃ により壊され

る事を意味する。

3.4 軽元素合成量の説明
4He破砕反応が τ̃ 触媒合成反応より優勢になるとすると、この反応により d、tが観測量に比べて過

剰に合成されてしまう恐れがある。そのため、この反応の影響を初期宇宙軽元素合成理論に組み込ん

だ際に、これらの軽元素の観測量を再現できるか確かめなければならない。それを確かめたのが図 3.3
と図 3.4である。
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この図は τ̃ 触媒合成反応 (3-1-1)、τ̃ による原子核核種変換反応 (3-2-1)、さらに本研究で計算した
4He破砕反応 (3-3-1),(3-3-2)の影響を含めて軽元素合成量を計算し、初期宇宙に合成された 7Liの存
在量のみならず、全ての軽元素合成量を矛盾なく説明できる τ̃ のパラメーター領域を表している。

まず初めに図 3.3の説明を行う。この図の横軸は τ̃ と χ̃0
1 の質量差をMeV表示してあり 、縦軸は

初期宇宙に存在する τ̃ の relic density(Yp)を表している。左側の大きな濃い水色の領域は τ̃ 触媒合成

反応により 6Liの過剰生成され、6Liの観測量から禁止される領域を表している。また中央の δmが

0.03-0.1GeV、 Ypが 5.0×10−15より大きい赤い領域は 4He破砕反応により 3Heが過剰生成され、3He
の観測量から禁止される領域を表しており、δmが 0.06-0.1GeV、Ypが 8.0× 10−15より大きい青の領

域は 4He 破砕反応により dが過剰生成され、dの観測量から禁止される領域を表している。各々の元
素の観測量は以下の値を用いた。

d : d/H = (2.80 ± 0.20) × 10−5[14]

He : 3He/d < 0.87 + 0.27[31]
6Li : 6Li/7Li < 0.046 + 0.022[17]

また、この図において 7Li/H の値は [29] の値である Log10(7Li/H) = −9.63 ± 0.06 を引用してお
り、細い線は 2σ、太い線は 3σを表している。中央のオレンジ色の線はスタウのパラメーターとして

mτ̃ = 350GeV、θτ = 0, γτ = 0 を与えた時の熱平均化したスタウの存在量を表している。このオレン
ジ色の線と 3σの線が交わる点が 7Liの観測量を再現できる点である。
次に図 3.4の説明を行う。この図も表しているものは図 3.3と同じである。しかし、こちらの図では

7Li/Hの値として [29]のものより小さい [30]の値 Log10(7Li/H) = −9.63 ± 0.06 を引用している。そ
のため、熱平均化したスタウの存在量では矛盾なく軽元素の存在量を説明できない。

以上から、7Li/Hの値として [29]を引用した時、3σで軽元素の存在量と暗黒物質の存在量を同時に

説明できるスタウのパラメーター領域が存在することが求められた。このようにして 7Li問題は解決
することが出来るのである。
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図 3.3: 観測された軽元素の存在量を再現するスタウのパラメーター領域を表した図
横軸は τ̃ と χ̃0

1 の質量差をMeV表示してあり 、縦軸は初期宇宙に存在する τ̃ の relic density(Yp)を
表している。左側の大きな濃い水色の領域は τ̃ 触媒合成反応により 6Liの過剰生成され、6Liの観測
量から禁止される領域を表している。また中央の δmが 0.03-0.1GeV、 Ypが 5.0 × 10−15より大きい

赤い領域は 4He破砕反応により 3Heが過剰生成され、3Heの観測量から禁止される領域を表してお
り、δmが 0.06-0.1GeV、Yp が 8.0 × 10−15 より大きい青の領域は 4He 破砕反応により dが過剰生成
され、dの観測量から禁止される領域を表している。また、この図において 7Li/Hの値は [29]の値で
ある Log10(7Li/H) = −9.63 ± 0.06を引用しており、細い線は 2σ、太い線は 3σを表している。中央

のオレンジ色の線はスタウのパラメーターとしてmτ̃ = 350GeV、θτ = 0, γτ = 0 を与えた時の熱平均
化したスタウの存在量を表している。ここで θτ は τ̃ の混合角であり、γτ は τ̃ の CP位相を表してい
る。このオレンジ色の線と 3σの線が交わる点が 7Liの観測量を再現できる点である。
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図 3.4: 図 3.3と同じ。ただし、7Li/Hの値として [29]より小さい [30]を引用している。
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第4章 まとめ

本論文ではまず初めに、初期宇宙において軽元素が合成される過程を説明する理論である、初期宇

宙元素合成理論について説明を行った。そして、WMAPの観測から導出される ηbの値として最新の

値を用いた時に、この理論に基づいて予言される軽元素合成量の予言値を紹介した。さらに現在の軽

元素の観測量として最新の値を紹介し、リチウム問題が未だ解決されていない事を説明した。

第二章では、Li問題の解決策を天文学的な観点から考察した場合に解かれ得るかを説明した。その
際、特に星内部の活動について説明を行い、この影響で現在の 7Liの観測量が初期宇宙における合成
量より少なくなる事を説明した。そして、この観点からは Li問題を解決することが出来ない事を説明
した。

第三章では、リチウム問題に対して素粒子論的な観点から考察し、素粒子物理学における新たな模

型であるMSSM の枠組みで考える事により解決を図った。特に本研究では長寿命 τ̃ が引き起こす新

奇な元素合成反応である 4He破砕反応に注目し、反応の断面積とタイムスケールの計算を行った。そ
して計算の結果から、τ̃ と χ̃0

1の質量差が 25MeV以上となる領域でこの反応が 6Liの過剰生成を引き
起こす τ̃ 触媒合成反応より優勢になる事を明らかにした。さらに本研究では、初期宇宙における軽元

素合成量の計算に新たに 4He破砕反応の影響を含め、再計算を行った。その結果、7Li/Hの値として
[29]を引用した時に、7Liのみならず、全ての軽元素合成量を説明できるパラメーター領域が存在する
ことを示し、この枠組みにおいてリチウム i問題が解決可能であることを明らかにした。
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付 録A 原子核反応率の計算

ここでは初期宇宙元素合成を考える上で必要となる原子核反応率がどのように表されるかについて、

簡単に説明を行う。尚、この説明では文献 [9]を参考にした。

A.1 熱核反応の運動学

初めに、温度 T のプラズマ中での原子核反応率についてみていく。反応に関する粒子の質量をmi、

数密度を ni とする。速度分布関数はマクスウェル分布で与えられ、非相対論的な温度では

nivid
3vi = ni

(
mi

2πkBT

) 3
2

exp
(
−miv

2
i

2kBT

)
d3vi (A-1-1)

となる。相対速度を v = |v1 − v2|、反応の断面積を σ(v) とすると、単位時間、単位体積当たりの反
応率は

I =
∫

n1(v1)n2(v2)σ(v)vd3v1d
3v2 (A-1-2)

となる。速度 v1 と v2 を、相対速度 v と重心速度 V に変数変換し、全質量m = m1 + m2 と換算質

量 µ =
m1m2

m1 + m2
を使うと

I =
∫

n1n2
(m1m2)

3
2

(2πkBT )3
exp

(
−mV 2 + µv2

2kBT

)
σ(v)vd3vd3V

= n1n2

(
µ

2πkBT

) 3
2

∫
exp

(
− µv2

2πkB

)
σ(v)vd3v (A-1-3)

≡ n1n2〈σv〉 (A-1-4)

となる。同種粒子の衝突の場合、これに因子
1
2
がかかる。

A.2 核反応率

次に原子核反応率がどのように記述されるかを説明する。原子核は正の電荷を持っているためクー

ロン力が働き、それが反応を妨げると考えられる。電荷 Z1eと Z2eの間のクーロンエネルギーは二つ

の原子核の間の距離を rとして

Z1Z2e2

r
= 1.4Z1Z2

( r

1fm

)−1

[MeV] (A-2-1)

よって、古典的には温度が 1010K (∼ 1[MeV ])以上まで上がらないと反応は起きない。これに対し、
主系列性の中心温度は (1∼3)×107K程度までしかないので、核反応は起こらないようにみえる。しか
し、量子力学的にはトンネル効果によりクーロン障壁を透過する確率があり、これにより 1010Kより
低温でも核反応が起こり得る。
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図 A.1: 原子核反応の概念図 [9]
半径 R以内では核力によるポテンシャルにより二つの入射粒子の複合状態が出来る。エネルギーが負
の順位は束縛準位であり、最低エネルギーの準位が安定な原子核である。エネルギーが正の準位は共

鳴準位と呼ばれるが、この準位は二つの原子核が分離した状態とトンネル効果により結合しており、

共鳴準位にある複合核は有限の寿命で崩壊する。

図 A.1に示されるように、古典力学的な反射点 rc =
2Z1Z2e

2

µv2
から原子核の半径 Rまでの透過確

率は

Pcoul =
p0

v
exp(−2πη) (A-2-2)

η =
Z1Z2e

2

~v
(A-2-3)

p0 =
(

2Z1Z2e
2

µR

) 1
2

(A-2-4)

と近似される。ここで式 (A-2-2)も右辺の指数因子はWentzel-Kramers-Brillouin(WKB)法で得られる
透過因子であり、係数 p0

v は透過確率が単位入射流束当りで定義された事を考慮した因子である。クー

ロン障壁の効果を除いた核反応の部分の断面積を σN と記して、核反応の断面積を以下で表すと便利

である。

σ = PCoulσN =
S(E)

E
exp(−2πη) (A-2-5)

この Sが通常 S因子と呼ばれる量である。
1
E
をくくりだしたのは、低エネルギーの極限で断面積がド

ブロイ波長の二乗に比例する事を考慮したためである。

クーロン障壁を透過した原子核は様々な原子核反応を起こすが、その様子は各々の場合に大きく異

なる。熱核反応において興味があるのは、非弾性散乱のうち核種が変化する場合である。この場合に

は、一度二つの粒子の複合各核ができ、それが異なる複数の原子核に分かれると考えられる。このと

き、入射粒子のエネルギーと一致するような複合核の共鳴準位が存在する時、S因子が大きな値をと
りる。入射粒子のエネルギーと一致するような共鳴準位が存在しない場合には、S因子はほぼ一定の
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値をとると近似できるため、反応断面積は以下のように表せる。

〈σv〉 =
(

µ

2πkBT

) 3
2 2S

µ

∫
exp

(
− µv2

2kBT
− 2πη

)
4πvdv

=
2
√

2S
√

πµ(kBT )
3
2

∫
exp

(
− E

kBT
−

(
EG

E

) 1
2
)

dE (A-2-6)

ここで

EG =
µ

2

(
2πZ1Z2e

2

~2

)2

(A-2-7)

と定義した。

図 A.2: Gamowピークの概念図 [9]

図 A.2で示すように、被積分関数は

E = E0 =
(√

EGkBT

2

) 3
2

(A-2-8)

にて最大値

exp
(
− 3E0

kBT

)
(A-2-9)

をとり、両側で急激に減少する関数となる。これをGamowピークと呼ぶ。被積分関数をE0の周りで

ガウス型として近似し積分すると、Gamowピークの幅は

∆E0 =
(

4E0kBT

3

) 1
2

(A-2-10)

であり、

〈σv〉 =
8S√
6kBT

(
E0

µ

) 1
2

exp
(
− 3E0

kBT

)
(A-2-11)

となる。

複合核に共鳴準位が芯材する場合に断面積は Breit-Wignerの公式

σ(E) = π

(
~
µv

)2
ωΓ12Γ34

(E − Eres)2 + Γ2/4
(A-2-12)
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と表される。ここで Eres は共鳴エネルギー、Γは共鳴幅、Γ12 は入射粒子の部分幅であり、クーロン

障壁はここに含まれる。Γ34は形成される粒子の部分幅であり、Γ = Γ12 + Γ34が成り立つ。ωはスピ

ン因子であり、複合核のスピンを s∗とすると

ω =
2s ∗ +1

(2s1 + 1)(2s2 + 1)
(A-2-13)

となる。一般に、共鳴幅はGamowピークの幅よりも小さいので、共鳴の効果はデルタ関数的に寄与し、

〈σv〉 =
(

2π

µkBT

) 3
2

~2ω
Γ12Γ34

Γ
exp

(
−Eres

kBT

)
(A-2-14)

と表される。
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付 録B τ̃触媒合成反応のタイムスケール計算

ここでは [23]を参考にして、τ̃ 触媒合成反応 (3-1-1)のタイムスケールを計算する。(3-1-1)の反応
断面積は [23]により以下のように与えられる。

NA〈σCFv〉 = 2.37 × 108 × (1 − 0.34T9)T
− 2

3
9 exp

(
−5.33T− 1

3
9

)
︸ ︷︷ ︸

≡K

[cm3 s−1 mol]

= 2.37 × 108 × K (B-0-1)

この式において、NA = 6.02 × 1023 はアボガドロ定数、T9 =
T

109K
として Tを無次元化したもの

を表している。

(3-1-1)は τ̃ とHeの束縛状態に対して dが反応する事で生じる。そのため (τ̃4He)一つ当りの反応率
を求めるためには、元素合成時代の dの個数密度 (nd)が必要となる。ここでは宇宙温度が 30 keV1の

時の反応のタイムスケール (τCF)を求めるとして、この時の nd を以下のように求める。

Sec. 1.4に記したように、宇宙に存在しているバリオンと光子の比 ηbの値は精度良く求められてい

る。また、Subsec. 1.5.2で記したように、dと pとの比 (d/H)も観測から求められている。ここでは
ηb、d/Hの値が元素合成の終わりから現在まで変わらないことを用いて、30 keVの時代の γ の密度

(nγ)の値を求め、それを用いて宇宙温度が 30 keVの時代の nd の値を求める。

初めに、現在の d/Hの値は以下のように与えられる [14]。

d/H = (2.80 ± 0.10) × 10−5 (1-5-6)

この値から、宇宙の温度が 30 keVの時代の dの個数密度を計算する。また、現在の ηbの値は以下の

ようになる [10]。
ηb =

nb

nγ
= (6.23 ± 0.17) × 10−10 (1-4-1)

nγ は温度の関数として、以下のように与えられる。

nγ =
ζ(3)
π2

gγT 3 (B-0-2)

ここで ζ(3) = 1.2021となる。gγ は γ の内部自由度を表しており、ここでは 2をとる。
次に、バリオンの個数密度 (nb)について考える。nbは、pと Heの個数密度を用いて、以下のよう

に表される。

nb = np + nHe = np + 0.249np = 1.249np (B-0-3)

ここで、np と nHe の比として [12]のものを用いた。以上から、30keVの時代の np を以下で求めら

れる。

np =
6.23 × 10−10

1.249
nγ

=
6.23 × 10−10

1.249
× 2ζ(3)

π2
303[keV 3] (B-0-4)

1スタウが 4He と束縛状態を形成し始める時期としてこの値を用いている
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これを [cm−3]の表記に直すと (~c = 197.33[MeV fm]を用いる。)、以下の値が求められる。

np = 4.2695 × 1017[cm−3] (B-0-5)

さらに nd は

nd = 4.2695 × 1017 × 2.82 × 10−5[cm−3]

= 1.2040 × 1013[cm−3] (B-0-6)

となる。

次に、もとめられた ndの値を用いて、宇宙温度が 30keV の時代の τCFを求める。まず、この反応

の反応率は (B-0-1)を用いると、以下のように計算される。

nd〈σCFv〉 = 4.3239 × 10−6[s−1]

この逆数が τCF となる。

　　τCF = (4.3239 × 10−6)−1[s] = 2.3127 × 105[s] (B-0-7)

となる。
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付 録C 4He破砕反応の計算

ここでは本章で説明しなかった 4He破砕反応の反応断面積の計算について詳しく説明を行う。本章
で記したように、各反応 (3-3-1)、(3-3-2)の反応振幅は leptonic partと hadronic partに分かれる。こ
の反応振幅の leptonic partは各反応 (3-3-1)、(3-3-2)において共通であるため、まず初めにこの説明
を行う。そして次に hadronic partの計算についてみていく。ここでは初めに hadronic partの計算に
必要な各原子核の波動関数の構成方法について説明を行う。その後、各反応の hadronic partを計算
し、反応断面積を計算します。

C.1 反応振幅計算-leptonic part-

まず初めに反応振幅 (3-3-8)、(3-3-12)の leptonic partの計算を行う。4He破砕反応を記述するラグ
ランジアンは (3-3-4)で記したとおり、以下のように表される。

L = τ̃∗χ̃0
1(gLPL + gRPR)τ +

√
2GFντγµPLτJµ + h.c., (3-3-4)

これを元に振幅を計算する。

始状態に τ̃ , 終状態に χ̃0
1, ντ が存在すると考えると、振幅の leptonic partは以下のように記述さ

れる。

〈χ̃0
1ντ |jµ|τ̃〉 (C-1-1)

=
√

2GF 〈χ̃0
1ντ |[ν̄τγµPLτ ][τ̄(gLPR + g∗RPL)χ̃0

1τ̃ ]|τ̃〉

これを計算していく。まず、縮約をとると

=
√

2GF ūs(pντ )γµPL
i(qν

τ γν + mτ )
q2
τ − m2

τ

(gLPR + g∗RPL)vs′(pχ̃0
1
)

となる。ここでタウ粒子の質量がその運動量より遥かに大きい qτ À mτ という近似を用いると

= − i
√

2GF

mτ
ūs(pντ )γµPL(gLPR + g∗RPL)vs′(pχ̃0

1
)

となる。さらに、PLPR = 0, PLPL = PL であることを用いると、

= − i
√

2GF g∗R
mτ

ūs(pντ )γµPLvs′(pχ̃0
1
) (C-1-2)

となる。ここで、この式の複素共役を考えると、これは以下で表される。

(
〈χ̃0

1ντ |jµ|τ̃〉
)∗

=
i
√

2GF gR

mτ
v̄s′(pχ̃0

1
)PRγµus(pντ ) (C-1-3)
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今、us(pντ ), vs′(pχ̃0
1
)の形をスピノール ξs(ντ の波動関数を記述する) , ηs′(χ̃0

1の波動関数を記述する)
であらわに表してやる。

まず、us(pντ )の方は、以下で表される。

us(pντ ) =

( √
pντ・σξs√
pντ・̄σξs

)
(C-1-4)

次に、vs′(pχ̃0
1
)を記述する。こちらは、χ̃0

1 が非相対論的粒子 (|pχ̃0
1
| ¿ mχ̃0

1
)であることを用いると、

以下のように記述する事ができる。

vs′(pχ̃0
1
) =

√
mχ̃0

1

(
ηs′

−ηs′

)
(C-1-5)

以上の式を用いて、式の計算を部分的に行っていく。

初めに、複素共役ではない普通の部分の計算を行う。

ūs(pντ )γµPLvs′(pχ̃0
1
)

= (ξ†s
√

pντ・σ, ξ†s
√

pντ・̄σ)

(
0 1
1 0

)(
0 σµ

σ̄µ 0

)(
1 0
0 0

) √
mχ̃0

1

(
ηs′

−ηs′

)
=

√
mχ̃0

1
ξ†s

√
pντ・σσ̄µηs′ (C-1-6)

次に、複素共役の対応する部分を計算する。

v̄s′(pχ̃0
1
)PRγµus(pµτ )

=
√

mχ̃0
1
(η†s′,−η†s′)

(
0 1
1 0

)(
0 0
0 1

) (
0 σµ

σ̄µ 0

) ( √
pντ・σξs√
pντ・̄σξs

)
=

√
mχ̃0

1
η†s′σ̄µ

√
pντ・σξs (C-1-7)

となります。

以上を用いると、振幅の二乗は以下のように表す事が出来る。(
〈χ̃0

1ντ |jµ|τ̃〉
) (

〈χ̃0
1ντ |jν |τ̃〉

)∗
=

2G2
F |gR|2

m2
τ

ūs(pντ )γµPLvs′(pχ̃0
1
) × v̄s′(pχ̃0

1
)PRγνus(pντ )

=
2mχ̃0

1
G2

F |gR|2

m2
τ

ξ†s
√

pντ・σσ̄µηs′ × η†s′σ̄ν

√
pντ・σξs

各々を成分表示して表す。

=
2mχ̃0

1
G2

F |gR|2

m2
τ

(
ξ†s

)i
(√

pντ・σσ̄µ

) j

i
(ηs′)j ×

(
η†s′)k

(
σ̄ν

√
pντ・σ

) l

k
(ξs)l
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これを次のように表し、スピンで和を取ると以下のように式変形する事ができる。

=
2mχ̃0

1
G2

F |gR|2

m2
τ

(ξs)l

(
ξ†s

)i
(√

pντ・σσ̄µ

) j

i
(ηs′)j ×

(
η†s′)k

(
σ̄ν

√
pντ・σ

) l

k

=
2mχ̃0

1
G2

F |gR|2

m2
τ

(√
pντ・σσ̄µ

) j

i

(
σ̄ν

√
pντ・σ

) i

j

=
2mχ̃0

1
G2

F |gR|2

m2
τ

tr
(√

pντ・σσ̄µσ̄ν

√
pντ・σ

)
=

2mχ̃0
1
G2

F |gR|2

m2
τ

tr (σ̄µσ̄ν(pντ・σ))

このトレース部分を計算する事を考える。ντ の運動方向を第三成分に限定して考えると、√
p・σ =

√
E + p3

(
1 − σ3

2

)
+

√
E − p3

(
1 + σ3

2

)
となる。あらわに表すと

=

( √
E − p3 0

0
√

E + p3

)
(C-1-8)

同じように √
p・̄σ =

( √
E + p3 0

0
√

E − p3

)
(C-1-9)

となる。

以上を用いて、振幅計算を行う。今、求める反応振幅へのレプトニックな部分からの寄与を λµ, ハ
ドロニックな部分からの寄与を V 0, Ai と定めてやると、求める反応振幅は以下で表される。

m = λ0V
0 + λ1A

1 + λ2A
2 + λ3A

3 (C-1-10)

ここで、各振幅の部分を改めて以下で表す。

λ± =
1√
2
(λ1 ± iλ2) A± =

1√
2
(A1 ± iA2) (C-1-11)

λ1 =
1√
2
(λ+ + λ−) A1 =

1√
2
(A+ + A−) (C-1-12)

λ2 = − i√
2
(λ+ − λ−) A2 = − i√

2
(A+ − A−) (C-1-13)

これを用いて振幅を表してやると、次のようになる。

m = λ0V
0 + λ−A+ + λ+A− + λ3A

3 (C-1-14)

また、この複素共役は以下で表される。

m∗ = λ∗
0V

0 + λ∗
−A+ + λ∗

+A− + λ∗
3A

3 (C-1-15)

ここで、ハドロニックな部分からの寄与は既に計算されているものを使うとし (詳細は後の章にて記
す)、全て実数値で表されることを用いた。これより、振幅の二乗を計算してやると、次のように表さ
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れる。

|m|2 = |λ0|2(V 0)2 + λ−λ∗
0V

0A+ + λ+λ∗
0V

0A− + λ3λ
∗
0V

0A3

+ λ0λ
∗
−V 0A+ + |λ−|2(A+)2 + λ+λ∗

−A+A− + λ3λ
∗
−A+A3

+ λ0λ
∗
+V 0A− + λ−λ∗

+A+A− + |λ+|2(A−)2 + λ3λ
∗
+A−A3

+ λ0λ
∗
3V

0A3 + λ−λ∗
3A

+A3 + λ+λ∗
3A

−A3 + |λ3|2(A3)2 (C-1-16)

ここで、λµλ∗
ν は、今まで行ってきた計算から以下のように表される。

λµλ∗
ν =

2mχ̃0
1
G2

F |gR|2

m2
τ

tr (σ̄µσ̄ν(pντ・σ))　 (C-1-17)

以上を用いて、計算を行う。

初めに pauli行列について次を定義する。

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)

また σ+, σ− を次で定義する。

σ+ =
1
2
(σ1 + iσ2) =

(
0 1
0 0

)
, σ− =

1
2
(σ1 − iσ2) =

(
0 0
1 0

)

次が成り立つ事は明らかである。

σ̄+ = −σ+

σ̄− = −σ−

以上より、振幅の計算を行う。(C-1-17)より、各 λµλ∗
ν に対する σ̄µσ̄ν を計算する。値は以下のように

47



表される。

|λ0|2 ⇒ σ̄0σ̄0 = 1

λ−λ∗
0 ⇒

√
2σ̄−σ̄0 = −

(
0 0√
2 0

)

λ+λ∗
0 ⇒

√
2σ̄+σ̄0 = −

(
0

√
2

0 0

)

λ3λ
∗
0 ⇒ σ̄3σ̄0 = −

(
1 0
0 −1

)

λ0λ
∗
− ⇒

√
2σ̄0σ̄+ = −

(
0

√
2

0 0

)

|λ−|2 ⇒ 2σ̄−σ̄+ =

(
0 0
0 2

)
λ+λ∗

− ⇒ 2σ̄+σ̄+ = 0

λ3λ
∗
− ⇒

√
2σ̄3σ̄+ =

(
0

√
2

0 0

)

λ0λ
∗
+ ⇒

√
2σ̄0σ̄− = −

(
0 0√
2 0

)
λ−λ∗

+ ⇒ 2σ̄−σ̄− = 0

|λ+|2 ⇒ 2σ̄+σ̄− =

(
2 0
0 0

)

λ3λ
∗
+ ⇒

√
2σ̄3σ̄+ =

(
0

√
2

0 0

)

λ0λ
∗
3 ⇒ σ̄0σ̄3 = −

(
1 0
0 −1

)

λ−λ∗
3 ⇒

√
2σ̄−σ̄3 =

(
0 0√
2 0

)

λ+λ∗
3 ⇒

√
2σ̄+σ̄3 =

(
0 −

√
2

0 0

)
|λ3|2 ⇒ σ̄3σ̄3 = 1

これより、trをとることを考えると残る項は少なくなると考えられる。tr-partとして残る部分だけを
とると、振幅は以下で表される。

|m|2 = |λ0|2(V0)2 + λ3λ
∗
0V

0A3 + |λ−|2(A+)2 + |λ+|2(A−)2 + λ0λ
∗
3V

0A3 + |λ3|2(A3)2 (C-1-18)
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さらに残る項の tr-partを計算してやると、以下のようになる。

|λ0|2 ⇒ 2Eντ

λ3λ
∗
0 ⇒ 2pντ

|λ−|2 ⇒ 2(Eντ + pντ )

|λ+|2 ⇒ 2(Eντ − pντ )

λ0λ
∗
3 ⇒ 2pντ

|λ3|2 ⇒ 2Eντ

以上の事を用いて反応の振幅を表すと、以下のようになる。

|λ0|2(V 0)2 =
2mχ̃0

1
G2

F |gR|2

m2
τ

× 2Eντ × (V 0)2

=
4mχ̃0

1
G2

F |gR|2

m2
τ

Eντ (V 0)2 (C-1-19)

λ3λ
∗
0V

0A3 = λ0λ
∗
3V

0A3

=
2mχ̃0

1
G2

F |gR|2

m2
τ

× 2pντ × (V 0A3)

=
4gAmχ̃0

1
G2

F |gR|2

m2
τ

pντV 0A3 (C-1-20)

|λ−|2(A+)2 =
2mχ̃0

1
G2

F |gR|2

m2
τ

× 2(Eντ + pντ ) × (A+)2

=
4g2

Amχ̃0
1
G2

F |gR|2

m2
τ

(Eντ + pντ )(A+)2 (C-1-21)

|λ+|2(A−)2 =
2mχ̃0

1
G2

F |gR|2

m2
τ

× 2(Eντ − pντ ) × (A−)2

=
4g2

Amχ̃0
1
G2

F |gR|2

m2
τ

(Eντ − pντ )(A−)2 (C-1-22)

|λ3|2(A3)2 =
2mχ̃0

1
G2

F |gR|2

m2
τ

× 2Eντ × (A3)2

=
4g2

Amχ̃0
1
G2

F |gR|2

m2
τ

Eντ (A3)2 (C-1-23)

この計算において、反応により生じる ντ の運動方向を z成分として計算を行ったため、ντ の運動量

成分 pνz が現れてくる。しかし、反応断面積計算においては pν を全運動量空間で積分するため、pνz

による寄与は消失すると考えられる。

以上から、各反応 (3-3-1)、(3-3-2)の反応振幅の leptonic partは計算された。

C.2 反応振幅計算-hadronic part-

反応振幅 (3-3-8)、(3-3-12)の leptonic partの計算を行う。これらの hadronic partを計算するため
には、ハドロニックカレントと原子核の波動関数を表す必要がある。ハドロニックカレント Jµ は次
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のようにベクトルカレント V µ と軸性ベクトルカレント Aµ で構成されると考えられる。

Jµ = V µ + gAAµ (C-2-1)

ここで gA = 1.26は軸性ベクトルカレントの結合定数を表している。今考えているエネルギースケー
ルO(10 ∼ 100)MeV では、原子核は非相対論的粒子であると考えられるため、各カレントの関連する
成分は V0とAi(i = 1, 2, 3)となる。本論文では、これらのカレントを以下のような核子演算子で表す。

V0 =
4∑

a=1

τ−
a eiq·ra , Ai =

4∑
a=1

τ−
a σaie

iq·ra (C-2-2)

ここで qはカレントにより運ばれる運動量、ra は各核子の空間座標を表している。また、τ−
a は核

子のアイソスピンを下げる演算子、σaiは核子のスピン演算子を表している。以下では、これらの演算

子を作用させる原子核の波動関数を構成していく。

C.2.1 原子核の波動関数

以下では、計算に必要な d、t、He波動関数の組み方について説明する。まず初めに、一般的な原
子核の波動関数の空間成分の組み方について説明する。次に、具体的に d、t、He波動関数のスピン
アイソスピン成分の組み方について説明する。そして、各反応 (3-3-1)、(3-3-2)について始状態、終状
態の各原子核の波動関数の組み方について説明する。最後に、原子核の波動関数を求める上で必要な

原子核の広がり具合を表す因子の求め方について説明する。

原子核の波動関数の空間成分

二体の波動関数 まず、核子二つで構成される一般的な原子核の波動関数の構成を行う。二体の波動

関数は、相対座標だけに依存するとして次の形をとる。

ψ(r1, r2) = N exp
{
−a

[
r2
1 + r2

2 − (r1 + r2)2

2

]}
= N exp

[
−a

2
(r1 − r2)2

]
(C-2-3)

これは単純に規格化積分を行うと発散してしまう。それを示すために、まず座標系としてヤコビ座標

を導入する。ヤコビ座標は以下のように表される。

s0 =
r1 + r2

2
, s1 = r1 − r2 (C-2-4)

今導入したヤコビ座標を用いて、二体の波動関数の規格化を行う事を考える。積分測度の変換に必要

なヤコビアンは以下のように 1となる。

∂(r1, r2)
∂(s0, s1)

= det

(
1 1
1
2 −1

2

)
= −1 (C-2-5)

よって、 ∫
d3r1d

3r2|ψ(r1, r2)|2 = |N |2
∫

d3s0d
3s1e

−as2
1 = |N |2V

(π

a

) 3
2

(C-2-6)

となる。全体積 Vは、重心の位置の自由度に対応している。これを避けるため、重心を原点に固定し
て規格化を行う。これは上記の体積を落とすとも考えられるし、規格化条件を以下のようにするとも

考えられる。 ∫
d3r1d

3r2|ψ(r1, r2)|2δ(3)

(
r1 + r2

2

)
= 1 (C-2-7)
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いずれにせよ、N =
( a

π

) 3
4
ととることができ、結果、二体の波動関数は以下のように表す事ができる。

ψ(r1, r2) =
( a

π

) 3
4

exp
{
−a

[
r2
1 + r2

2 − (r1 + r2)2

2

]}
=

( a

π

) 3
4

exp
[
−a

2
(r1 − r2)2

]
=

( a

π

) 3
4

exp
(
−a

2
s2
1

)
(C-2-8)

三体の波動関数 二体の場合と同様にして、三体の原子核の波動関数を構成する事を考える。まず、

ヤコビ座標を次で定義する。

s0 =
r1 + r2 + r3

3
, s1 = r1 −

r2 + r3

2
, s2 = r2 − r3 (C-2-9)

三体の波動関数は次で定義する。

ψ(r1, r2, r3) = N exp
{
−a

[
r2
1 + r2

2 + r2
3 − (r1 + r2 + r3)2

3

]}
= N exp

[
−a

(
2
3
s2
1 +

1
2
s2
2

)]
(C-2-10)

このとき、規格化条件を次のようにする。

I ≡
∫

d3r1d
3r2d

3r3|ψ(r1, r2, r3)|2δ(3)

(
r1 + r2 + r3

3

)
= 1 (C-2-11)

位置座標を rからヤコビ座標 sに変える際、ヤコビアンは以下のように表される。

∂(r1, r2, r3)
∂(s0, s1, s2)

= det

1 2
3 0

1 −1
3

1
2

0 −1
3 − 1

2

 = 1 (C-2-12)

よって、

I = |N |2
∫

d3s0d
3s1d

3s2 exp
(
−4

3
as2

1

)
exp(−as2

2)δ
(3)(s0)

= |N |2
(

3π

4a

) 3
2 (π

a

) 3
2

= |N |2
(

3
4

π2

a2

) 3
2

(C-2-13)

ゆえにN =
(

4
3

a2

π2

) 3
4

ととることができ、三体の波動関数は以下で表す事が出来る。

ψ(r1, r2, r3) =
(

4
3

a2

π2

) 3
4

exp
{
−a

[
r2
1 + r2

2 + r2
3 − (r1 + r2 + r3)2

3

]}
=

(
4
3

a2

π2

) 3
4

exp
[
−a

(
2
3
s1
2 +

1
2
s2
2

)]
(C-2-14)

四体の波動関数 まずヤコビ座標を次で定義する。

s0 =
r1 + r2 + r3 + r4

4
, s1 = r1 −

r2 + r3 + r4

3
, s2 = r2 −

r3 + r4

2
, s3 = r3 − r4 (C-2-15)

四体の波動関数は次で定義する。

ψ(r1, r2, r3, r4) = N exp
{
−a

[
r2
1 + r2

2 + r2
3 + r2

4 − (r1 + r2 + r3 + r4)2

4

]}
= N exp

[
−a

(
3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)]
(C-2-16)
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位置座標 rからヤコビ座標 sへと変換する際のヤコビアンは
∂(r1, r2, r3, r4)
∂(s0, s1, s2, s3)

= −1 であり、規格化は

I ≡
∫

d3r1d
3r2d

3r3d
3r4|ψ(r1, r2, r3, r4)|2δ(3)

(
(r1 + r2 + r3 + r4)

4

)
= 1 (C-2-17)

および、

I = |N |2
(

2π

3a

) 3
2

(
3π

4a

) 3
2 (π

a

) 3
2

= |N |2
(

1
2

π3

a3

) 3
2

(C-2-18)

となります。よって、N =
(

2
a3

π3

) 3
4

ととることが出来、四体の波動関数は次のようになる。

ψ(r1, r2, r3, r4) =
(

2
a3

π3

) 3
4

exp
{
−a

[
r2
1 + r2

2 + r2
3 + r2

4 − (r1 + r2 + r3 + r4)2

4

]}
=

(
2
a3

π3

) 3
4

exp
[
−a

(
3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)]
(C-2-19)

原子核の波動関数のスピンアイソスピン成分

ここでは、d、t、He波動関数のスピンアイソスピン成分の組み方を説明する。

d波動関数のスピンアイソスピン成分 まず初めに、d波動関数のスピンアイソスピン成分について
考える。これを考えるにあたって、本論文では原子核を構成する核子の状態を、以下のように表す。

|p ↑〉 陽子のスピンアップ状態

|p ↓〉 陽子のスピンダウン状態

|n ↑〉 中性子のスピンアップ状態

|n ↓〉 中性子のスピンダウン状態

これを用いて d波動関数のスピンアイソスピン成分を記述する。dは pが一つ、nが一つの計 2つの核
子から構成されている。そして dはスピン (S)とアイソスピン (I)の固有値として、各々S = 1、I = 0
を持つ。よって、スピンの量子化軸に沿って三成分存在しており、以下のようになる。

Sz = 1 ⇒ 1√
2
(|p ↑〉|n ↑〉 − |n ↑〉|p ↑〉) ≡ |d1〉 (C-2-20)

Sz = 0 ⇒ 1
2
(|p ↑〉|n ↓〉 − |n ↑〉|p ↓〉 + |p ↓〉|n ↑〉 − |n ↓〉|p ↑〉) ≡ |d0〉 (C-2-21)

Sz = −1 ⇒ 1√
2
(|p ↓〉|n ↓〉 − |n ↓〉|p ↓〉) ≡ |d−1〉 (C-2-22)

上で表した状態は、粒子の入れ換えに対して反対称になっている。

t波動関数のスピンアイソスピン成分 次に t波動関数のスピンアイソスピン成分について考える。t
は、pが 1つ、nが 2つの計 3つの核子から構成されている。そして、tは Sと Iの固有値として、各々
S = 1

2 , I = 1
2 を持ち、またその構成条件から Iの第三成分 (Iz)の値として Iz = −1

2 を持つ。
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t波動関数は核子三つの状態から構成されるので、その表現方法は S,Iについてそれぞれ以下のよう
に表される。

I : 2 ⊗ 2 ⊗ 2 = (3 ⊕ 1) ⊗ 2 = 4︸︷︷︸
S

⊕ 2︸︷︷︸
MS

⊕ 2︸︷︷︸
MA

S : 2 ⊗ 2 ⊗ 2 = (3 ⊕ 1) ⊗ 2 = 4︸︷︷︸
S

⊕ 2︸︷︷︸
MS

⊕ 2︸︷︷︸
MA

ここで数字の下の S,MS ,MA はそれぞれ、全ての核子の入れ換えについて完全対称 (すなわち核子
(1,2)、(1,3)、(2,3)の各々の入れ替えに対して対称)、1,2粒子の入れ換えについてのみ対称、1,2粒子
の入れ換えについてのみ反対称である表現を表している。

Sについて考えると、S,MS .MA は以下を表している。

S : S = 1と S =
1
2
の状態をを合成して S =

3
2
の状態を作る表現

MS : S = 1と S =
1
2
の状態を合成して S =

1
2
の状態を作る表現

MA : S = 0と S =
1
2
の状態を合成して S =

1
2
の状態を作る表現

また、Iのものも、これと同様のものを表している。

t波動関数は S =
1
2
, Sz = ±1

2
, I =

1
2
, Iz = −1

2
(S、I の第三成分をそれぞれ Sz, Izとした)であり、

全体で完全反対称 (1,2粒子の入れ替え、2,3粒子の入れ替え、3,1粒子の入れ替え, 各々に対して反対
称)となっているので、以下のように構成する。

1√
2
( I(MA) ⊗ S(Ms) − I(Ms) ⊗ S(MA) ) (C-2-23)

ここで I(MA)は Iとして表現MA をとったもの、S(MS)は Sとして表現Ms をとったものを表し、

核子の状態はそれを掛け合わせたもので表される。

この状態を計算する。まずは Sの第三成分 Sz が +
1
2
であるものを表す。

(C − 2 − 23)

=
1√
2

{
1√
2
(pnn − npn) ⊗ 1√

6
(2 ↑↑↓ − ↑↓↑ − ↓↑↑) − 1√

6
(pnn + npn − 2nnp) ⊗ 1√

2
(↑↓↑ − ↓↑↑)

}
=

1√
6
{pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) − npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)} (C-2-24)

(∗pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) ≡ |p ↑〉|n ↑〉|n ↓〉 − |p ↑〉|n ↓〉|n ↑〉))

この状態が完全反対称になっている事は、実際に粒子を入れ替えてみれば分かる。

上記の結果は Sz = 1
2 の状態のものだが、Sz = − 1

2 の状態のものも同様の計算で求める事ができる。

1√
2

{
1√
2
(pnn − npn) ⊗ 1√

6
(↑↓↓ + ↓↑↓ −2 ↓↓↑) − 1√

6
(pnn + npn − 2nnp) ⊗ 1√

2
(↑↓↓ − ↓↑↓)

}
=

1√
6
{pnn(↓↑↓ − ↓↓↑) − npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)} (C-2-25)

以上の計算から、tの波動関数のスピンアイソスピン成分を求める事ができる。
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He波動関数のスピンアイソスピン成分 次に He波動関数のスピンアイソスピン成分について考え
る。Heは、p2つ、n2つの計 4つの核子から構成されている。また、Heは S、Iの固有値として、と
もに 0を持つ。

Heの波動関数は粒子 4つの状態から構成されるので、その表現方法は S,Iについてそれぞれ以下の
ように表される。

I : 2 ⊗ 2 ⊗ 2 ⊗ 2 = (3 ⊕ 1) ⊗ (3 ⊕ 1) = 5︸︷︷︸
S

⊕ 3︸︷︷︸
M1S

⊕ 1︸︷︷︸
M2S

⊕ 3︸︷︷︸
M3S

⊕ 1︸︷︷︸
MA

S : 2 ⊗ 2 ⊗ 2 ⊗ 2 = (3 ⊕ 1) ⊗ (3 ⊕ 1) = 5︸︷︷︸
S

⊕ 3︸︷︷︸
M1S

⊕ 1︸︷︷︸
M2S

⊕ 3︸︷︷︸
M3S

⊕ 1︸︷︷︸
MA

S,MS ,MAの意味は、今回は核子が 4つあるので、Sは全粒子について完全対称 (すなわち核子 (1,2)、
(1,3)、(1,4)、(2,3)、(2,4)、(3,4)の各々の入れ替えに対して対称)、MS は核子 (1,2)と (3,4)の各々の
入れ替えについて対称、MA は核子 (1,2)と (3,4)の各々の入れ替えについて反対称となる。

tの場合と同じく、スピンについてのみ考えると以下のように考えられる。

S : S = 1と S = 1を合成して S = 2を作ったもの

M1S : S = 1と S = 1を合成して S = 1を作ったもの

M2S : S = 1と S = 1を合成して S = 0を作ったもの

M3S : S = 1と S = 0を合成して S = 1を作ったもの

MA : S = 0と S = 0を合成して S = 0を作ったもの

また、アイソスピンもこれと同様に考える事ができる。

Heについては tと異なり、全体としてスピンアイソスピンの固有値が S=0, I=0となっている。よっ
て、完全反対称の波動関数を以下のように、S=0. I=0の表現を用いて構成する。

1√
2
(I(MA) ⊗ S(M2S) − I(M2S) ⊗ S(MA)) (C-2-26)

この状態の計算は以下のようになる。

1√
2

{
1
2
(pnpn − pnnp − nppn + npnp) ⊗ 1√

3

(
↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ −1

2
(↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ + ↓↑↓↑)

)

− 1√
3

(
ppnn + nnpp − 1

2
(pnpn + pnnp + nppn + npnp)

)
⊗ 1

2
(↑↓↑↓ − ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓ + ↓↑↓↑)

}

=
1

2
√

6


(pnpn) (↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓) + (pnnp) (− ↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑)

+(nppn) (− ↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑) + (npnp) (↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓)
+(ppnn) (− ↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑) + (nnpp) (− ↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑)


(C-2-27)

となる。

今、この波動関数が核子の入れ換えについて、完全反対称になっている事を見てみる。

pnpnの項 (4つ)を A、pnnpの項を B、nppnの項を C、npnpの項をD、ppnnの項を E、nnppの
項を Fで表すと、この波動関数の各核子の入れ換えと各項の関係は以下のようになる。
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1, 2粒子の入れ換え⇒ A ↔ −C B ↔ −D E → −E F → −F

1, 3粒子の入れ換え⇒ A → −A B ↔ −F C ↔ −E D → −D

1, 4粒子の入れ換え⇒ A ↔ −F B → −B C → −C D ↔ −E

2, 3粒子の入れ換え⇒ A ↔ −E B → −B C → −C D ↔ −F

2, 4粒子の入れ換え⇒ A → −A B ↔ −E C ↔ −F D → −D

3, 4粒子の入れ換え⇒ A ↔ −B C ↔ −D E → −E F → −F

以上から、この波動関数が核子の入れ換えについて完全反対称になっている事が分かる。

C.2.2 始状態、終状態の各原子核の波動関数

ここでは今まで述べた内容も含めて、各反応 (3-3-1)、(3-3-2)について始状態、終状態の各原子核の
波動関数の組み方について説明する。

始状態の原子核の波動関数

反応 (3-3-1)、(3-3-2)の始状態の原子核は共通して 4Heであるため、初めに 4He波動関数を表す。
初めにスピンアイソスピン成分について記す。これは前節で求めたとおり、以下のようになる。

|4He〉

=
1

2
√

6


(pnpn) (↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓) + (pnnp) (− ↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑)

+(nppn) (− ↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑) + (npnp) (↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓)
+(ppnn) (− ↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑) + (nnpp) (− ↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑)


空間成分は p二つ、n二つで四体なので、以下のようになる。

ψHe(r1, r2, r3, r4) =
(

2
a3
He

π3

) 3
4

exp
{
−aHe(r2

1 + r2
2 + r2

3 + r2
4 − (r1 + r2 + r3 + r4)2

4
)
}

=
(

2
a3
He

π3

) 3
4

exp
{
−aHe

(
3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)}
(C-2-28)

ここで aHe は Heの広がり具合を表している因子で、その次元は自然単位系でエネルギーの二乗で
表される。この因子は原子核の平均自乗物質半径 (Rm)を用いて以下のように表される。

aHe =
9
16

1
(Rm)2He

(C-2-29)

本論文では (Rm)He の値を引用して、反応断面積の計算を行う。尚、この aHe と (Rm)He の関係の導

出については後に記述する。また今考えている反応では、始状態として Heは静止していると考えて
いるため、重心運動の要素を入れていない。ri は i番目の粒子の座標を表しており、si はヤコビ座標

を表している。
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四体の波動関数を考える際、ヤコビ座標として以下のものが考えられる。

s0 =
r1 + r2 + r3 + r4

4
s1 = r1 −

r2 + r3 + r4

3
s2 = r2 −

r3 + r4

2
s3 = r3 − r4 (C-2-30)

s1 = r2 −
r3 + r4 + r1

3
s2 = r3 −

r4 + r1

2
s3 = r4 − r1 (C-2-31)

s1 = r3 −
r4 + r1 + r2

3
s2 = r4 −

r1 + r2

2
s3 = r1 − r2 (C-2-32)

s1 = r4 −
r1 + r2 + r3

3
s2 = r1 −

r2 + r3

2
s3 = r2 − r3 (C-2-33)

このように定義の仕方の違いにより、様々な形で表す事が出来る。この座標の取り方の違いは、積分

計算を実行する際に役に立つ。

rを sで表すと以下のようになる。

r1 = s0 +
3
4
s1, r2 = s0 −

1
4
s1 +

2
3
s2, r3 = s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 +

1
2
s3, r4 = s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 −

1
2
s3

(C-2-34)

r2 = s0 +
3
4
s1, r3 = s0 −

1
4
s1 +

2
3
s2, r4 = s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 +

1
2
s3, r1 = s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 −

1
2
s3

(C-2-35)

r3 = s0 +
3
4
s1, r4 = s0 −

1
4
s1 +

2
3
s2, r1 = s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 +

1
2
s3, r2 = s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 −

1
2
s3

(C-2-36)

r4 = s0 +
3
4
s1, r1 = s0 −

1
4
s1 +

2
3
s2, r2 = s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 +

1
2
s3, r3 = s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 −

1
2
s3

(C-2-37)

反応 (3-3-1)の終状態の原子核の波動関数

次に反応 (3-3-1)の終状態の原子核の波動関数について記述する。この反応について、ベクトルカレ
ントが当たった場合は始状態、終状態でスピンの値に変化はありませんが、軸性ベクトルカレントが

当たった場合には始状態と終状態との間でスピンの値に変化が生じる。それを考慮して、終状態は以

下のように表す事ができる。

S = 1の時
· |t ↑〉|n ↑〉 Sz = 1

· 1√
2
(|t ↑〉|n ↓〉 + |t ↓〉|n ↑〉) Sz = 0

· |t ↓〉|n ↓〉 Sz = −1

(C-2-38)

S = 0の時
1√
2
(|t ↑〉|n ↓〉 − |t ↓〉|n ↑〉) (C-2-39)

tの波動関数 |t ↑〉, |t ↓〉のスピン、アイソスピン成分は以下のようになる。

|t ↑〉 =
1√
6
{pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) − npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)} (C-2-40)

|t ↓〉 =
1√
6
{pnn(↓↑↓ − ↓↓↑) − npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)} (C-2-41)
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空間成分は三体なので、以下のようになる。

ψt(r1, r2, r3) =
(

4a2
t

3π2

) 3
4

exp
{

ipt・
r1 + r2 + r3

3
− at

(
r2
1 + r2

2 + r2
3 − (r1 + r2 + r3)2

3

)}
(C-2-42)

ここで、pt は tの重心の運動量を表す因子で、この項は tの重心運動を表している。また、at は t
の広がり具合を表している因子である。Heの場合と同じく、この因子は原子核の平均自乗物質半径を
用いて以下のように表される。

at =
1
2

1
(Rm)2t

(C-2-43)

この因子の計算についても後に記述する。

三体のヤコビ座標を以下で定義する。

s0 =
r1 + r2 + r3

3
, s1 = r1 −

r2 + r3

2
, s2 = r2 − r3 (C-2-44)

この式を用いて空間成分を表すと、以下のようになる。

ψt(r1, r2, r3) =
(

4a2
t

3π2

) 3
4

exp
{

ipt・s0 − at

(
2
3
s2
1 +

1
2
s2
2

)}
(C-2-45)

nの波動関数 最後に、|n ↓〉, |n ↑〉について考える。空間成分は平面波で表せるので、その運動量を
pn とすると、以下のようになる。

ψn(r) = eipn·r (C-2-46)

終状態の波動関数 以上を考慮して、終状態を核子の入れ換えに対して反対称になるように組むと以

下のようになる。

〈r1, r2, r3, r4|t n 〉

=
1
2

{
ψn(r1)ψt(r2, r3, r4)|n 〉1|t 〉2,3,4 − ψn(r2)ψt(r1, r3, r4)|n 〉2|t 〉1,3,4

+ψn(r3)ψt(r1, r2, r4)|n 〉3|t 〉1,2,4 − ψn(r4)ψt(r1, r2, r3)|n 〉4|t 〉1,2,3

}
(C-2-47)

ここで |n 〉iはアイソスピンの成分を表しており、ここにスピン t成分として ↑か ↓が入る。また、添
え字の iは終状態の単体の nが何番目の核子かを表している。tについても同様である。

反応 (3-3-2)の終状態の原子核の波動関数

次に反応 (3-3-2)の終状態の原子核の波動関数について記述する。

dの波動関数 dの波動関数について、スピンアイソスピン成分は前述したとおり、以下のように記
述される。

Sz = 1 ⇒ 1√
2
(|p ↑〉|n ↑〉 − |n ↑〉|p ↑〉) ≡ |d1〉 (C-2-48)

Sz = 0 ⇒ 1
2
(|p ↑〉|n ↓〉 − |n ↑〉|p ↓〉 + |p ↓〉|n ↑〉 − |n ↓〉|p ↑〉) ≡ |d0〉 (C-2-49)

Sz = −1 ⇒ 1√
2
(|p ↓〉|n ↓〉 − |n ↓〉|p ↓〉) ≡ |d−1〉 (C-2-50)

57



空間成分については、二体であることから、以下のようになる。

ψd(ri, rj) =
(ad

π

) 3
4

exp
[
−ad

2
(ri − rj)2

]
exp

[
ipd

(
ri + rj

2

)]
(C-2-51)

ここで qd は dの重心の運動量を表す因子で、この項は dの重心運動を表している。また、i,jは何番
目の核子かを表している。ad は平均自乗半径を用いて以下のように表される。

ad =
3
8

1
〈r2〉d

(C-2-52)

この因子の計算については後で記述する。

n二つの波動関数 まず空間成分について、以下の関数を定義し。

ψn(ri, rj) =
1√
2
{exp[i(pn1ri + pn2rj)] − exp[i(pn2ri + pn1rj)]} (C-2-53)

ψ′
n(ri, rj) =

1√
2
{exp[i(pn1ri + pn2rj)] + exp[i(pn2ri + pn1rj)]} (C-2-54)

添え字の i,jは何番目の核子かを表している。式 (C-2-53)は核子の入れ換えに対して反対称、式 (C-2-54)
は対称になっている。

n二つの状態はスピンの値によって異なる。スピンの値が 1 →スピンの入れ換えに対して対称、全量子数の同時入れ換えに対して反対称

スピンの値が 0 →スピンの入れ換えに対して反対称、全量子数の同時入れ換えに対して反対称

となる。

• スピンの値が 1の時、スピン、アイソスピンの成分は以下のようになる。

Sz = 1 ⇒ |n ↑〉i|n ↑〉j ≡ |n1〉ij (C-2-55)

Sz = 0 ⇒ 1√
2
(|n ↑〉i|n ↓〉j + |n ↓〉i|n ↑〉j) ≡ |n0〉ij (C-2-56)

Sz = −1 ⇒ |n ↓〉i|n ↓〉j ≡ |n−1〉ij (C-2-57)

• スピンの値が 0の時、スピンアイソスピンの成分は以下のようになる。

1√
2
(|n ↑〉i|n ↓〉j − |n ↓〉i|n ↑〉j) ≡ |n′

0〉ij (C-2-58)

この式についても、添え字の i,jは何番目の粒子かを表している。

nの波動関数の空間成分は、スピンの値によって異なる。スピンの値が 1の時は、空間成分は核子の
入れ換えに対して反対称になるため (全体で反対称になるので)、空間成分は式 (C-2-53)となる。対し
てスピンの値が 0の時は、空間成分は核子の入れ換えに対して対称になるので、空間成分は式 (C-2-54)
となる。
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終状態の波動関数 以上を考慮して、終状態を粒子の入れ換えに対して完全反対称になるように組む

と以下のようになる。

〈r1, r2, r3, r4|d, n, n〉

=
1√
6


ψn(r1, r2)ψd(r3, r4)|n〉1,2|d〉3,4 − ψn(r1, r3)ψd(r2, r4)|n〉1,3|d〉2,4

+ψn(r1, r4)ψd(r2, r3)|n〉1,4|d〉2,3 + ψn(r2, r3)ψd(r1, r4)|n〉2,3|d〉1,4

−ψn(r2, r4)ψd(r1, r3)|n〉2,4|d〉1,3 + ψn(r3, r4)ψd(r1, r2)|n〉3,4|d〉1,2

 (C-2-59)

|n〉, |d〉はスピンアイソスピン成分を表しています。ここにスピンの z成分として −1から 1が入る。

原子核の平均自乗物質半径とガウス関数の広がり因子

最後に、d、t、Heの拡がり具合を表す因子 ad, at, aHe と平均自乗物質半径 (Rm)d, (Rm)t, (Rm)He

との関係を表す。実際の計算では 〈r2〉の値から各々の aの値を調べて用いる。

この計算を行う前に、初めに原子核の形状因子について定義を行う。まず、考えている原子核の電

荷密度を電荷分布関数 fを用いて ρ(x) = Zef(x)によって表す。ここで電荷分布関数 fは規格化条件
として ∫

f(x)d3x = 1

を満たすように定義される。このとき、原子核の形状因子は以下で定義される。

F (q) =
∫

eiqxf(x)d3x (C-2-60)

すなわち形状因子は『全電荷 Zeで規格化された電荷分布関数 f(x)のフーリエ変換』と定義される。
いま考えている運動量移行量のスケールと原子核の広がり具合のスケールについて、以下の関係

|q・R| ¿ 1

が成り立つ時、形状因子を以下のように展開することが出来る。

F (q2) =
∫

f(x)
∞∑

n=0

1
n!

(
i|q||x| cos θ

~

)n

d3x

=
∫ ∞

0

∫ +1

−1

∫ 2π

0

f(r)

[
1 − 1

2

(
|q|r
~

)2

cos2 θ + · · ·

]
dφd cos θr2dr

= 4π

∫ ∞

0

f(r)r2dr − 1
6

q2

~2
4π

∫ ∞

0

f(r)r4dr + · · ·

ここで規格化条件に対応して、原子核の平均自乗半径を定義する。

〈r2〉 = 4π

∫ ∞

0

r2f(r)r2dr

すると、形状因子を以下のように表すことが出来る。

F (q2) = 1 − 1
6

q2〈r2〉
~2

+ · · · (C-2-61)

これを用いて考える。
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ad の計算 dについて、 ad と (Rm)d との関係を見ていく。
まず初めに、原子核に作用するハドロニックカレントは以下のように表されている。

V0 =
∑

i∈nucleons

τ−
i eiqri

Ak =
∑

i∈nucleons

τ−
i σikeiqri

ここでは特に、ハドロニックカレントが粒子 1に作用する場合について考える事にする。尚、この計
算は粒子 1を他の粒子に変えても変化しない。また、この計算は空間成分の波動関数のみに関係する
ものであるため、τ−

i , σik などの演算子については考えない事にする。

作用するハドロニックカレントを原子核の質量中心系からみると、次のようになる。

exp
{

iq ·
(

r1 −
r1 + r2

2

)}
= exp

(
iq · 1

2
s1

)
これを用いて形状因子を計算すると、以下のようになる。

F (q2) =
∫

ds0ds1 exp
(

iq · 1
2
s1

)
|ψd(s0, s1)|2δ(3)(s0)

=
(ad

π

) 3
2

∫
ds0ds1 exp

{
iq・

1
2
s1

}
exp

[
−ads2

1

]
δ(3)(s0)

=
(ad

π

) 3
2

∫
ds1 exp

[
−ads2

1 + i
1
2
q・s1

]
=

(ad

π

) 3
2

∫
ds1 exp

[
−ad

(
s1 −

i

4ad
q

)2

− 1
16ad

q2

]

= exp
(
− 1

16ad
q2

)
' 1 − 1

16ad
q2

これは形状因子なので、平均自乗物質半径を (Rm)d として以下で表せる。

= 1 − 1
6
q2(Rm)2d

これより、平均自乗半径と ad との関係は以下のようになる。

(Rm)2d =
3

8ad
, ad =

3
8(Rm)2d

(C-2-62)

atの計算 同様の手順を行って、atについて計算を行う。dの場合と同様に、粒子 1に作用するハド
ロニックカレントを原子核の質量中心系からみると、以下のようになる。

exp
{

iq・
(

r1 −
r1 + r2 + r3

3

)}
= exp

(
iq・

2
3
s1

)
ここで s1は tの波動関数の空間成分を定める際に用いたヤコビ座標を表す。これを用いて形状因子を
計算すると、以下のようになる。

F (q2) =
∫

ds0ds1s2 exp
(

iq · 2
3
s1

)
|ψt(s0, s1, s2)|2δ(3)(s0)

=
(

4
3

a2
t

π2

) 3
2

∫
ds0ds1ds2 exp

(
iq・

2
3
s1

)
exp

[
−at

(
4
3
s2
1 + s2

2

)]
δ(3)(s0)
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s0 についての積分は δ関数を用いて消去出来る。すると、以下のようになる。

=
(

4
3

a2
t

π2

) 3
2

∫
ds1ds2 exp

[
−ats

2
2 −

4
3
ats

2
1 +

2
3
iq・s1

]
s2 についての積分も実行することが出来る。それを行い、また s1 について整理してやると、以下の

ようになる。

=
(

4
3

at

π

) 3
2

∫
ds1 exp

[
−4

3
at

(
s1 −

i

4at
q

)2

− 1
12at

q2

]

= exp
(
− 1

12at
q2

)
' 1 − 1

12at
q2

ad の場合と同じく、平均自乗物質半径で表す事にする。

= 1 − 1
6
q2(Rm)2t

これより、平均自乗物質半径と at との関係は、以下のようになる。

(Rm)2t =
1

2at
, at =

1
2(Rm)2t

(C-2-63)

aHeの計算 最後に、aHeの計算を行う。d、tの場合と同様に、粒子 1に作用するハドロニックカレ
ントを原子核の質量中心系からみると、以下のようになる。

exp
{

iq・
(

r1 −
r1 + r2 + r3 + r4

4

)}
= exp

{
iq・

3
4
s1

}
ここで s1は He波動関数の空間成分を定める際に用いたヤコビ座標を表している。これを用いて形状
因子を計算すると、以下のようになる。

F (q2) =
∫

ds0ds1ds2ds3 exp
(

iq · 3
4
s1

)
|ψHe(s0, s1, s2, s3)|2δ(3)(s0)

=
(

2
a3
He

π3

) 3
2

∫
ds0ds1ds2ds3 exp

{
iq・

3
4
s1

}
exp

[
−aHe

(
3
2
s2
1 +

4
3
s2
2 + s2

3

)]
δ(3)(s0)

=
(

2
a3
He

π3

) 3
2

∫
ds1ds2ds3 exp

[
−aHe

4
3
s2
2 − aHes

2
3 −

3
2
aHes

2
1 +

3
4
iq・s1

]
=

(
3
2

aHe

π

) 3
2

∫
ds1 exp

[
−3

2
aHe

(
s1 −

i

4aHe
q

)2

− 3
32aHe

q2

]

= exp
(
− 3

32aHe
q2

)
' 1 − 3

32aHe
q2

これは形状因子なので、平均自乗物質半径を (Rm)2He として以下で表せる。

= 1 − 1
6
q2(Rm)2He

これより、平均自乗半径と aHe との関係は、以下のようになる。

(Rm)2He =
9

16aHe
, aHe =

9
16(Rm)2He

(C-2-64)
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C.2.3 (τ̃ 4He) → χ̃0
1 + ντ + t + nの hadronic part

以上を用いて、(3-3-1)の hadronic partの計算をする。

ベクトルカレントによる反応

終状態が |t ↑, n ↓〉の場合 始状態、終状態について記述する事が出来たので、反応の振幅の計算

を行う。

ベクトルカレントによるスピン・アイソスピンの状態変化 まず初めに、ベクトルカレントが始状態

の Heに当たった時のスピン、アイソスピンの状態の変化を調べる。Heの i番目の粒子に当たるカレ
ントを τi として、以下のように計算を行う。

τ−
1 |4He〉 =

1
2
√

6


nnpn(↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓)
+nnnp(− ↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑)
+npnn(− ↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑)


τ−
2 |4He〉 =

1
2
√

6


nnpn(− ↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑)
+nnnp(↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓)
+pnnn(− ↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑)


τ−
3 |4He〉 =

1
2
√

6


pnnn(↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓)
+npnn(− ↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑)
+nnnp(− ↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑)


τ−
4 |4He〉 =

1
2
√

6


pnnn(− ↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑)
+npnn(↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓)
+nnpn(− ↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑)


これと、終状態の |t ↑, n ↓〉との内積を調べる。今、考えている終状態は以下のように表す事ができる。

〈r1, r2, r3, r4|t ↑ n ↓〉

=
1
2

{
ψn(r1)ψt(r2, r3, r4)|n ↓〉1|t ↑〉2,3,4 − ψn(r2)ψt(r1, r3, r4)|n ↓〉2|t ↑〉1,3,4

+ψn(r3)ψt(r1, r2, r4)|n ↓〉3|t ↑〉1,2,4 − ψn(r4)ψt(r1, r2, r3)|n ↓〉4|t ↑〉1,2,3

}

内積をとるにあたり、まずは空間成分を考えないようにしてスピンアイソスピン成分のみを考えること

にする。初めに nとの内積をとり、次に tとの内積をとると考えると、以下のように表す事ができる。

〈t ↑, n ↓ |τ−
1 |He〉 =

1
4
√

6


[npn(↓↑↑ − ↑↑↓) + nnp(− ↓↑↑ + ↑↓↑) + pnn(↑↑↓ − ↑↓↑)]n=1

−[npn(↓↑↑ − ↑↓↑) + nnp(− ↓↑↑ + ↑↑↓)]n=2

+[nnp(− ↑↑↓ + ↓↑↑) + npn(↑↓↑ − ↓↑↑)]n=3

−[nnp(↑↑↓ − ↓↑↑) + npn(− ↑↓↑ + ↓↑↑)]n=4


⊗ 1√

6
{pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) − npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)}

=
1
24

([6]n=1 − [2]n=2 − [2]n=3 − [2]n=4)
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〈t ↑, n ↓ |τ−
2 |He〉 =

1
4
√

6


[npn(− ↓↑↑ + ↑↓↑) + nnp(↓↑↑ − ↑↑↓)]n=1

−[npn(− ↓↑↑ + ↑↑↓) + nnp(↓↑↑ − ↑↓↑) + pnn(− ↑↑↓ + ↑↓↑)]n=2

+[nnp(↑↑↓ − ↑↓↑) + pnn(↑↓↑ − ↓↑↑)]n=3

−[nnp(− ↑↑↓ + ↑↓↑) + pnn(− ↑↓↑ + ↓↑↑)]n=4


⊗ 1√

6
{pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) − npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)}

=
1
24

(−[2]n=1 + [6]n=2 − [2]n=3 − [2]n=4)

〈t ↑, n ↓ |τ−
3 |He〉 =

1
4
√

6


[pnn(− ↓↑↑ + ↑↓↑) + nnp(↑↑↓ − ↑↓↑)]n=1

−[pnn(↓↑↑ − ↑↓↑) + nnp(− ↑↑↓ + ↑↓↑)]n=2

+[pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) + npn(− ↑↑↓ + ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)]n=3

−[pnn(↑↑↓ − ↓↑↑) + npn(− ↑↑↓ + ↑↓↑)]n=4


⊗ 1√

6
{pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) − npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)}

=
1
24

(−[2]n=1 − [2]n=2 + [6]n=3 − [2]n=4)

〈t ↑, n ↓ |τ−
4 |He〉 =

1
4
√

6


[pnn(↓↑↑ − ↑↑↓) + npn(↑↑↓ − ↑↓↑)]n=1

−[pnn(− ↓↑↑ + ↑↑↓) + npn(− ↑↑↓ + ↑↓↑)]n=2

+[pnn(− ↑↑↓ + ↓↑↑) + npn(↑↑↓ − ↑↓↑)]n=3

−[pnn(− ↑↑↓ + ↑↓↑) + npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(− ↑↓↑ + ↓↑↑)]n=4


⊗ 1√

6
{pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) − npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)}

=
1
24

(−[2]n=1 − [2]n=2 − [2]n=3 + [6]n=4)

ここで [ ]の下の添え字は、He中の何番目の nと終状態の nとの内積をとるかを表している。

核子 1にカレントが当たる場合

初めに、カレントとして τ−
1 が当たった時の振幅をM1 とし、この計算を行う。

M1 の計算において、初めにスピンアイソスピン成分のみを考える。スピンアイソスピン成分で内

積をとったものは、上記の計算から以下のように表せる。

〈t ↑, n ↓ |τ−
1 |4He〉 =

1
24

([6]n=1︸ ︷︷ ︸
(Ct1.1)

− [2]n=2︸ ︷︷ ︸
(Ct1.2)

− [2]n=3︸ ︷︷ ︸
(Ct1.3)

− [2]n=4︸ ︷︷ ︸
(Ct1.4)

)

この (Ct1.1)～(Ct1.4)を順次計算していきます。

核子 1が終状態の nの場合 初めに (Ct1.1)の計算を行う。この計算では、nを 1番目の粒子、tを
構成する三つの核子を 2,3,4番目の粒子として扱う。よって、終状態の波動関数の空間成分は (C-2-42
を考慮すると、以下のように表す事が出来る。(

4a2
t

3π2

) 3
4

exp
{
−ipnr1 − ipt

(
r2 + r3 + r4

3

)
− at

[
r2
2 + r2

3 + r2
4 − (r2 + r3 + r4)2

3

]}
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これより、M1 への (Ct1.1)からの寄与は以下のように計算出来る。

(Ct1.1) = 6
(

2
a3
He

π3

) 3
4

(
4a2

t

3π2

) 3
4

∫∫∫∫
dr1dr2dr3dr4

× exp

{
iqr1 − aHe

(
r2
1 + r2

2 + r2
3 + r2

4 − (r1 + r2 + r3 + r4)2

4

)
− ipnr1

− ipt

(
r2 + r3 + r4

3

)
− at

[
r2
2 + r2

3 + r2
4 − (r2 + r3 + r4)2

3

]}

expの中身をヤコビ座標を用いて書き直すことする。

i(q − pn)(s0 +
3
4
s1) − aHe

(
3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
− ipt(s0 −

1
4
s1) − at

(
2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
= i(q − pn − pt)s0 −

3
4
aHe

(
s1 −

i

6aHe
(3(q − pn) + pt)

)2

− 1
48aHe

(3(q − pn) + pt)2 −
2
3
(aHe + at)s2

2 −
1
2
(aHe + at)s2

3

よって、積分変数をヤコビ座標に変えて積分を実行すると、以下のようになる。

(Ct1.1) = 6
(

2
a3
He

π3

) 3
4

(
4a2

t

3π2

) 3
4

(
4π

3aHe

) 3
2

(
3π

2(aHe + at)

) 3
2

(
2π

aHe + at

) 3
2

× (2π)3δ3(q − pn − pt) exp
{
− 1

48aHe
(3(q − pn) + pt)2

}
係数を計算して、又、δ関数の条件を用いると

= 6(2π)3
(

128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
4

δ(3)(q − pn − pt) exp
{
− p2

t

3aHe

}
となる。

核子 2が終状態の nの場合 次に (Ct1.2)の計算を行う。この計算では、nを 2番目の粒子、tを構成
する三つの核子を 1,3,4番目の粒子として扱う。よって、終状態の空間成分は以下のように表す事が出
来る。(

4a2
t

3π2

) 3
4

exp
{
−ipnr2 − ipt

(
r3 + r4 + r1

3

)
− at

[
r2
3 + r2

4 + r2
1 − (r3 + r4 + r1)2

3

]}
これより、M1 への (Ct1.2)からの寄与は以下のように計算出来る。

(Ct1.2) = 2
(

2
a3
t

π3

) 3
4

(
4a2

t

3π2

) 3
4

∫∫∫∫
dr1dr2dr3dr4

× exp

{
iqr1 − aHe

(
r2
1 + r2

2 + r2
3 + r2

4 − (r1 + r2 + r3 + r4)2

4

)
− ipnr2

− ipt

(
r3 + r4 + r1

3

)
− at

[
r2
3 + r2

4 + r2
1 − (r3 + r4 + r1)2

3

]}
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expの中身をヤコビ座標を用いて書き直す事にする。

iq

(
s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 −

1
2
s3

)
− aHe

(
3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
− ipn

(
s0 +

3
4
s1

)
− ipt(s0 −

1
4
s1) − at

(
2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
= i(q − pn − pt)s0 −

i

4
(3pn − pt + q)s1 −

i

3
qs2 −

iq

2
s3 − aHe(· · · ) − at(· · · )

第二項で第一項から生じるデルタ関数から q = qt + pn とおく。さらに aHe, at の項も合わせて考え

ると

= i(q − pn − pt)s0 −
3
4
aHe

(
s1 +

2i

3aHe
pn

)2

− p2
n

3aHe

− 2
3
(aHe + at)

(
s2 +

iq

4(aHe + at)

)2

− q2

24(aHe + at)

− 1
2
(aHe + at)

(
s3 +

iq

2(aHe + at)

)2

− q2

8(aHe + at)

となる。よって、積分変数をヤコビ座標に変えて積分を実行すると、以下のようになる。

(Ct1.2) = 2(2π)3
(

128π

3
aHea

2
t

(a1 + a2)4

) 3
4

δ(3)(q − pn − pt) exp
{
− p2

n

3aHe
− 1

6
q2

(aHe + at)

}

核子 3が終状態の nの場合 次に (Ct1.3)の計算を行う。この計算では、nを 3番目の粒子、tを構成
する三つの核子を 1,2,4番目の粒子として扱う。よって、終状態の空間成分は以下のように表す事が出
来る。(

4a2
t

3π2

) 3
4

exp
{
−ipnr3 − ipt

(
r4 + r1 + r2

3

)
− at

[
r2
4 + r2

1 + r2
2 − (r4 + r1 + r2)2

3

]}
これより、M1 への (Ct1.3)からの寄与は以下のように計算出来る。

(Ct1.3) = 2
(

2
a3
He

π3

) 3
4

(
4a2

t

3π2

) 3
4

∫∫∫∫
dr1dr2dr3dr4

× exp

{
iqr1 − aHe

(
r2
1 + r2

2 + r2
3 + r2

4 − (r1 + r2 + r3 + r4)2

4

)
− ipnr3

− ipt

(
r4 + r1 + r2

3

)
− at

[
r2
4 + r2

1 + r2
2 − (r4 + r1 + r2)2

3

]}
expの中身をヤコビ座標を用いて書き直す。

iq

(
s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 +

1
2
s3

)
− aHe

(
3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
− ipn

(
s0 +

3
4
s1

)
− ipt(s0 −

1
4
s1) − at

(
2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
= i(q − pn − pt)s0 −

i

4
(3pn − pt + q)s1 −

i

3
qs2 +

iq

2
s3 − aHe(· · · ) − at(· · · )
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第二項で第一項から生じるデルタ関数から q = pt + pn とおく。さらに aHe, at の項も合わせて考え

ると

= i(q − pn − pt)s0 −
3
4
aHe

(
s1 +

2i

3aHe
pn

)2

− p2
n

3aHe

− 2
3
(aHe + at)

(
s2 +

iq

4(aHe + at)

)2

− q2

24(aHe + at)

− 1
2
(aHe + at)

(
s3 −

iq

2(aHe + at)

)2

− q2

8(aHe + at)

となる。よって、積分変数をヤコビ座標に変えて積分を実行すると、以下のようになる。

(Ct1.3) = 2(2π)3
(

128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
4

δ(3)(q − pn − pt) exp
{
− p2

n

3aHe
− 1

6
q2

(aHe + at)

}
結果は (Ct1.2)と同じになる事が分かる。

核子 4が終状態の nの場合 最後に (Ct1.4)を計算する。この計算では、nを 4番目の粒子、tを構成
する三つの核子を 1,2,3番目の粒子として扱う。よって、終状態の空間成分は以下のように表す事が出
来る。(

4a2
t

3π2

) 3
4

exp
{
−ipnr4 − ipt

(
r1 + r2 + r3

3

)
− at

[
r2
1 + r2

2 + r2
3 − (r1 + r2 + r3)2

3

]}
これより、M1 への (Ct1.4)からの寄与は以下のように計算出来る。

(Ct1.4) = 2
(

2
a3
He

π3

) 3
4

(
4a2

t

3π2

) 3
4

∫∫∫∫
dr1dr2dr3dr4

× exp

{
iqr1 − aHe

(
r2
1 + r2

2 + r2
3 + r2

4 − (r1 + r2 + r3 + r4)2

4

)
− ipnr4

− ipt

(
r1 + r2 + r3

3

)
− at

[
r2
1 + r2

2 + r2
3 − (r1 + r2 + r3)2

3

]}
expの中身をヤコビ座標を用いて書き直すことにする。

iq

(
s0 −

1
4
s1 +

2
3
s2

)
− aHe

(
3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
− ipn

(
s0 +

3
4
s1

)
− ipt(s0 −

1
4
s1) − aHe

(
2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
= i(q − pn − pt)s0 −

i

4
(3pn − pt + q)s1 +

2i

3
qs2 − aHe(· · · ) − at(· · · )

第二項で第一項から生じるデルタ関数から q = pt + pn とおく。さらに aHe, at の項も合わせて考え

ると

= i(q − pn − pt)s0 −
3
4
aHe

(
s1 +

2i

3aHe
pn

)2

− p2
n

3aHe

− 2
3
(aHe + at)

(
s2 −

iq

2(aHe + at)

)2

− q2

6(aHe + at)

− aHe + at

2
s2
3
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となる。よって、積分変数をヤコビ座標に変えて積分を実行すると、以下のようになる。

(Ct1.4) = 2(2π)3
(

128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
4

δ(3)(q − pn − pt) exp
{
− p2

n

3aHe
− 1

6
q2

(aHe + at)

}

結果のまとめ 以上の計算から

M1 =
1
24

{(Ct1.1) − (Ct1.2) − (Ct1.3) − (Ct1.4)}

=
(2π)3

4
δ(3)(q − pn − pt)

(
128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
4

[
exp

(
− p2

t

3aHe

)
− exp

(
− p2

n

3aHe
− q2

6(aHe + at)

)]
(C-2-65)

となる。

核子 2にカレントが当たる場合

次に、カレントとして τ−
2 が当たった時の振幅をM2 として、この計算を行う。

M2 に関して、スピンアイソスピン成分で内積をとったものは以下のように表す事が出来る。

〈t ↑, n ↓ |τ−
2 |4He〉 =

1
24

(− [2]n=1︸ ︷︷ ︸
(Ct2.1)

+ [6]n=2︸ ︷︷ ︸
(Ct2.2)

− [2]n=3︸ ︷︷ ︸
(Ct2.3)

− [2]n=4︸ ︷︷ ︸
(Ct2.4)

)

この (Ct2.1)～(Ct2.4)を順次計算する。

核子 1が終状態の nの場合 初めに (Ct2.1)の計算を行います。この計算では、nを 1番目の粒子、t
を構成する三つの核子を 2,3,4番目の粒子として扱う。よって、終状態の空間成分は以下のように表す
事が出来る。(

4a2
t

3π2

) 3
4

exp
{
−ipnr1 − ipt

(
r2 + r3 + r4

3

)
− at

[
r2
2 + r2

3 + r2
4 +

(r2 + r3 + r4)2

3

]}
これより、M2 への (Ct2.1)からの寄与は以下のように計算出来る。

(Ct2.1) = 2
(

2
a3
He

π3

) 3
4

(
4a2

t

3π2

) 3
4

∫∫∫∫
dr1dr2dr3dr4

× exp

{
iqr2 − aHe

(
r2
1 + r2

2 + r2
3 + r2

4 − (r1 + r2 + r3 + r4)2

4

)
− ipnr1

− ipt

(
r2 + r3 + r4

3

)
− at

[
r2
2 + r2

3 + r2
4 − (r2 + r3 + r4)2

3

]}
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expの中身をヤコビ座標を用いて書き直すことにする。

iq

(
s0 −

1
4
s1 +

2
3
s2

)
− aHe

(
3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
− ipn

(
s0 +

3
4
s1

)
− ipt(s0 −

1
4
s1) − at

(
2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
= i(q − pn − pt)s0 −

i

4
(3pn − pt + q)s1 +

2i

3
qs2 − aHe(· · · ) − at(· · · )

これは、M1 における (Ct1.4)と同じ形を取っている事が分かる。よって寄与も (Ct1.4)と等しく、

(Ct2.1) = 2(2π)3
(

128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
4

δ(3)(q − pn − pt) exp
{
− p2

n

3aHe
− 1

6
q2

(aHe + at)

}
となる。

核子 2が終状態の nの場合 次に (Ct2.2)の計算を行う。この計算では、nを 2番目の粒子、tを構成
する三つの核子を 1,3,4番目の粒子として扱う。よって、終状態の空間成分は以下のように表す事が出
来る。(

4a2
t

3π2

) 3
4

exp
{
−ipnr2 − ipt

(
r3 + r4 + r1

3

)
− at

[
r2
3 + r2

4 + r2
1 − (r3 + r4 + r1)2

3

]}
これより、M2 への (Ct2.2)からの寄与は以下のように計算出来る。

(Ct2.2) = 6
(

2
a3
He

π3

) 3
4

(
4a2

t

3π2

) 3
4

∫∫∫∫
dr1dr2dr3dr4

× exp

{
iqr2 − aHe

(
r2
1 + r2

2 + r2
3 + r2

4 − (r1 + r2 + r3 + r4)2

4

)
− ipnr2

− ipt

(
r3 + r4 + r1

3

)
− at

[
r2
3 + r2

4 + r2
1 − (r3 + r4 + r1)2

3

]}

expの中身をヤコビ座標を用いて書き直すことにする。

i(q − pn)(s0 +
3
4
s1) − aHe

(
3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
− ipt(s0 −

1
4
s1) − at

(
2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
= i(q − pn − pt)s0 −

3
4
aHe

(
s1 −

i

6aHe
(3(q − pn) + pt)

)2

− 1
48aHe

(3(q − pn) + pt)2 −
2
3
(aHe + at)s2

2 −
1
2
(aHe + at)s2

3

となる。これは、M1 における (Ct1.1)に等しいので、寄与も (Ct1.1)と同じになる。

(Ct2.2) = 6(2π)3
(

128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
4

δ(3)(q − pn − pt) exp
{
− p2

t

3aHe

}
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核子 3が終状態の nの場合 次に (Ct2.2)の計算を行います。この計算では、nを 3番目の粒子、tを
構成する三つの核子を 1,2,4番目の粒子として扱う。よって、終状態の空間成分は以下のように表す事
が出来る。(

4a2
t

3π2

) 3
4

exp
{
−ipnr3 − ipt

(
r4 + r1 + r2

3

)
− at

[
r2
4 + r2

1 + r2
2 − (r4 + r1 + r2)2

3

]}
これより、M2 への (Ct2.3)からの寄与は以下のように計算出来る。

(Ct2.3) = 2
(

2
a3
He

π3

) 3
4

(
4a2

t

3π2

) 3
4

∫∫∫∫
dr1dr2dr3dr4

× exp

{
iqr2 − aHe

(
r2
1 + r2

2 + r2
3 + r2

4 − (r1 + r2 + r3 + r4)2

4

)
− ipnr3

− ipt

(
r4 + r1 + r2

3

)
− at

[
r2
4 + r2

1 + r2
2 − (r4 + r1 + r2)2

3

]}

expの中身をヤコビ座標を用いて書き直すことにする。

iq

(
s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 −

1
2
s3

)
− aHe

(
3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
− ipn

(
s0 +

3
4
s1

)
− ipt(s0 −

1
4
s1) − at

(
2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
= i(q − pn − pt)s0 −

i

4
(3pn − pt + q)s1 −

i

3
qs2 −

iq

2
s3 − aHe(· · · ) − at(· · · )

となる。これは、M1 における (Ct1.2)に等しいので、寄与も (2.1.2b)と同じになる。

(Ct2.3) = 2(2π)3
(

128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
4

δ(3)(q − pn − pt) exp
{
− p2

n

3aHe
− 1

6
q2

(aHe + at)

}

核子 4が終状態の nの場合 最後に (Ct2.4)の計算を行う。この計算では、nを 4番目の粒子、tを構
成する三つの核子を 1,2,3番目の粒子として扱う。よって、終状態の空間成分は以下のように表す事が
出来る。(

4a2
t

3π2

) 3
4

exp
{
−ipnr4 − ipt

(
r1 + r2 + r3

3

)
− at

[
r2
1 + r2

2 + r2
3 − (r1 + r2 + r3)2

3

]}
これより、M2 への (Ct2.4)からの寄与は以下のように計算出来る。

(Ct2.4) = 2
(

2
a3
He

π3

) 3
4

(
4a2

t

3π2

) 3
4

∫∫∫∫
dr1dr2dr3dr4

× exp

{
iqr2 − aHe

(
r2
1 + r2

2 + r2
3 + r2

4 − (r1 + r2 + r3 + r4)2

4

)
− ipnr4

− ipt

(
r1 + r2 + r3

3

)
− at

[
r2
1 + r2

2 + r2
3 − (r1 + r2 + r3)2

3

]}
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expの中身をヤコビ座標を用いて書き直す。

iq

(
s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 +

1
2
s3

)
− aHe

(
3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
− ipn

(
s0 +

3
4
s1

)
− ipt(s0 −

1
4
s1) − at

(
2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
= i(q − pn − pt)s0 −

i

4
(3pn − pt + q)s1 −

i

3
qs2 +

iq

2
s3 − aHe(· · · ) − at(· · · )

となる。これは、M1 における (Ct1.3)と等しく、寄与は同じになる。

(Ct2.4) = 2(2π)3
(

128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
4

δ(3)(q − pn − pt) exp
{
− p2

n

3aHe
− 1

6
q2

(aHe + at)

}
結果のまとめ 以上の計算から

M2 =
1
24

{−(Ct2.1) + (Ct2.2) − (Ct2.3) − (Ct2.4)}

=
(2π)3

4

(
128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
4

δ(3)(q − pn − pt)[
exp

(
− p2

t

3aHe

)
− exp

(
− p2

n

3aHe
− q2

6(aHe + at)

)]
(C-2-66)

となり、M1 と同じになる事が分かる。

計算結果

M3,M4 の値も同様に、M1 の値と同じになる。よって

M(4He → n ↓, t ↑)

= M1 + M2 + M3 + M4

=
(

128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
4

(2π)3δ(3)(q − pn − pt)
{

exp
[
− p2

t

3aHe

]
− exp

[
− p2

n

3aHe
− q2

6(aHe + at)

]}
≡ Mtn (C-2-67)

後の便宜のために、この値をMtn と定義しておく。

終状態が |t ↓, n ↑〉 の場合 次に終状態が |t ↓, n ↑〉 の計算を |t ↑, n ↓〉と同様に行う。
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ベクトルカレントによるスピン・アイソスピンの状態変化

始状態にベクトルカレントが当たった状態と終状態との間の内積を考える。前回と同様に、スピン

アイソスピンの成分のみを考えると、以下のように表す事が出来る。

〈n ↑, t ↓ |τ−
1 | 4He〉

=
1

4
√

6


[npn(↑↓↓ − ↓↓↑) − nnp(↑↓↓ − ↓↑↓) − pnn(↓↑↓ − ↓↓↑)]n=1

−[npn(↑↓↓ − ↓↑↓) − nnp(↑↓↓ − ↓↓↑)]n=2

+[−nnp(↓↓↑ − ↑↓↓) − npn(↑↓↓ − ↓↑↓)]n=3

−[nnp(↓↓↑ − ↑↓↓) + npn(↑↓↓ − ↓↑↓)]n=4


× 1√

6
{pnn(↓↑↓ − ↓↓↑) − npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)}

=
1
24

{−[6]n=1 + [2]n=2 + [2]n=3 + [2]n=4}

〈n ↑, t ↓ |τ−
2 | 4He〉

=
1

4
√

6


[−npn(↑↓↓ − ↓↑↓) + nnp(↑↓↓ − ↓↓↑)]n=1

−[−npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓) + pnn(↓↑↓ − ↓↓↑)]n=2

+[nnp(↓↓↑ − ↓↑↓) − pnn(↑↓↓ − ↓↑↓)]n=3

−[−nnp(↓↓↑ − ↓↑↓) + pnn(↑↓↓ − ↓↑↓)]n=4


× 1√

6
{pnn(↓↑↓ − ↓↓↑) − npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)}

=
1
24

{[2]n=1 − [6]n=2 + [2]n=3 + [2]n=4}

〈n ↑, t ↓ |τ−
3 | 4He〉

=
1

4
√

6


[−pnn(↑↓↓ − ↓↑↓) − nnp(↓↑↓ − ↓↓↑)]n=1

−[pnn(↑↓↓ − ↓↑↓) + nnp(↓↑↓ − ↓↓↑)]n=2

+[pnn(↓↓↑ − ↓↑↓) − npn(↓↓↑ − ↑↓↓) − nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)]n=3

−[pnn(↓↓↑ − ↑↓↓) − npn(↓↓↑ − ↓↑↓)]n=4


× 1√

6
{pnn(↓↑↓ − ↓↓↑) − npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)}

=
1
24

{[2]n=1 + [2]n=2 − [6]n=3 + [2]n=4}

〈n ↑, t ↓ |τ−
4 | 4He〉

=
1

4
√

6


[pnn(↑↓↓ − ↓↓↑) − npn(↓↑↓ − ↓↓↑)]n=1

−[−pnn(↑↓↓ − ↓↓↑) + npn(↓↑↓ − ↓↓↑)]n=2

+[−pnn(↓↓↑ − ↑↓↓) + npn(↓↓↑ − ↓↑↓)]n=3

−[−pnn(↓↓↑ − ↓↑↓) + npn(↓↓↑ − ↑↓↓) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)]n=4


× 1√

6
{pnn(↓↑↓ − ↓↓↑) − npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)}

=
1
24

{[2]n=1 + [2]n=2 + [2]n=3 − [6]n=4}
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結果

空間成分についての計算は、t ↑, n ↓ の時と同様に行うことが出来る。よって

M(4He → n ↑ t ↓)

= −
(

128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
4

(2π)3δ(3)(q − pn − pt){
exp

[
− p2

t

3aHe

]
− exp

[
− p2

n

3aHe
− q2

6(aHe + at)

]}
= −Mtn (C-2-68)

となる。

ベクトルカレントによる破砕反応

ベクトルカレントによる破砕反応では、終状態のスピンの値は S = 0 となるので、終状態のスピン
アイソスピン成分は以下のようになると考えられる。

1√
2
(|t ↑〉|n ↓〉 − |t ↓〉|n ↑〉) (C-2-39)

よって、振幅は前述の計算を用いて、以下のように表せる。

MV =
1√
2
(M( 4He → t ↑, n ↓) −M( 4He → t ↓, n ↑)) =

√
2Mtn (C-2-69)

となる。
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軸性ベクトルカレントによる反応

次に、Heに軸性ベクトルカレントが作用して生じる破砕反応を考える。
軸性ベクトルカレントは Ak =

∑
a eiq·raτ−

a σak と表される。これを昇降演算子の形で表すと、次の

ようになる。

A± =
1√
2
gA

∑
a

eiq·raτ−
a (σa1 ± iσa2)

=
√

2gA

∑
a

eiq·raτ−
a σa± (C-2-70)

Az = gA

∑
a

eiq·raτ−
a σaz (C-2-71)

ここで現れる因子 gA は、軸性ベクトルカレントの軸性結合定数で、その値は gA = 1.26となる。
今まで考えてきた破砕反応はベクトルカレントが作用した場合であり、このとき変化するのはアイ

ソスピン成分のみだった。しかし、今回計算する破砕反応、すなわち軸性ベクトルカレントが作用し

た場合には、スピン、アイソスピンの両成分が変化する。運動量の保存から、Heに作用する軸性ベク
トルカレントの種類により、終状態がどうなるか予想する事が出来る。

A+ =⇒ |t ↑〉|n ↑〉 S = 1, Sz = 1

Az =⇒ 1√
2
(|t ↑〉|n ↓〉 + |t ↓〉|n ↑〉) S = 1, Sz = 0

A− =⇒ |t ↓〉|n ↓〉 S = 1, Sz = −1

まず初めに、軸性ベクトルカレントとして A+ が作用した反応を考える。

A+が作用した場合

軸性ベクトルカレントによるスピン・アイソスピンの状態変化

始状態の Heに軸性ベクトルカレントA+の要素 τ−
a σa+ が作用すると、スピンアイソスピンの状態

は以下に変化する。

τ−
1 σ1+| 4He〉 =

1
2
√

6
{nnpn(↑↓↑↑ − ↑↑↑↓) + nnnp(− ↑↓↑↑ + ↑↑↓↑) + npnn(↑↑↑↓ − ↑↑↓↑)}

τ−
2 σ2+| 4He〉 =

1
2
√

6
{nnpn(− ↓↑↑↑ + ↑↑↑↓) + nnnp(↓↑↑↑ − ↑↑↓↑) + pnnn(− ↑↑↑↓ + ↑↑↓↑)}

τ−
3 σ3+| 4He〉 =

1
2
√

6
{pnnn(↑↑↑↓ − ↑↓↑↑) + npnn(− ↑↑↑↓ + ↓↑↑↑) + nnnp(↑↓↑↑ − ↓↑↑↑)}

τ−
4 σ4+| 4He〉 =

1
2
√

6
{pnnn(− ↑↑↓↑ + ↑↓↑↑) + npnn(↑↑↓↑ − ↓↑↑↑) + nnpn(− ↑↓↑↑ + ↓↑↑↑)}
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この状態と、終状態との内積をとる。終状態は前述から |n ↑, t ↑〉となる。

〈n ↑, t ↑ |τ−
1 σ1+| 4He〉

=
1

4
√

6


[npn(↓↑↑ − ↑↑↓) + nnp(− ↓↑↑ + ↑↓↑) + pnn(↑↑↓ − ↑↓↑)]n=1

−[nnp(↑↓↑) − npn(↑↑↓)]n=2

−[nnp(↑↓↑) − npn(↑↑↓)]n=3

−[nnp(↑↓↑) − npn(↑↑↓)]n=4


× 1√

6
{pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) − npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)}

=
1
24

{[6]n=1 − [2]n=2 − [2]n=3 − [2]n=4}

〈n ↑, t ↑ |τ−
2 σ2+| 4He〉

=
1

4
√

6


[npn(↑↑↓) − nnp(↑↓↑)]n=1

−[npn(− ↓↑↑ + ↑↑↓) + nnp(↓↑↑ − ↑↓↑) + pnn(− ↑↑↓ + ↑↓↑)]n=2

+[nnp(↓↑↑) − pnn(↑↑↓)]n=3

+[nnp(↓↑↑) − pnn(↑↑↓)]n=4


× 1√

6
{pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) − npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)}

=
1
24

{−[2]n=1 + [6]n=2 − [2]n=3 − [2]n=4}

〈n ↑, t ↑ |τ−
3 σ3+| 4He〉

=
1

4
√

6


[−pnn(↑↑↓) + nnp(↓↑↑)]n=1

+[nnp(↓↑↑) − pnn(↑↑↓)]n=2

+[pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) + npn(− ↑↑↓ + ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)]n=3

−[−pnn(↑↓↑) + npn(↓↑↑)]n=4


× 1√

6
{pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) − npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)}

=
1
24

{−[2]n=1 − [2]n=2 + [6]n=3 − [2]n=4}

〈n ↑, t ↑ |τ−
4 σ4+| 4He〉

=
1

4
√

6


[pnn(↑↓↑) − npn(↓↑↑)]n=1

+[pnn(↑↓↑) − npn(↓↑↑)]n=2

+[pnn(↑↓↑) − npn(↓↑↑)]n=3

−[pnn(− ↑↑↓ + ↑↓↑) + npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(− ↑↓↑ + ↓↑↑)]n=4


× 1√

6
{pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) − npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)}

=
1
24

{−[2]n=1 − [2]n=2 − [2]n=3 + [6]n=4}

[ ]の下の添え字は前セクションと同様に、Heの中の何番目の nと終状態の nとの内積をとったかを
表す。
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A+が作用した場合の結果

空間成分の計算については、ベクトルカレントが作用した際の反応計算と同様に行うことが出来る。

以上、全ての計算を行い、(C-2-70)に注意し
√

2をかけると、振幅として以下を得る事が出来る。

MA+

=
√

2gA

(
128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
4

(2π)3δ(q − pn − pt)

×
{

exp
[
− p2

t

3aHe

]
− exp

[
− p2

n

3aHe
− q2

6(aHe + at)

]}
≡

√
2gAMtn (C-2-72)

A−が作用した場合

軸性ベクトルカレントによるスピン・スピンアイソスピンの状態変化

始状態の Heに軸性ベクトルカレント A−の要素 τ−
a σa−が作用した際のスピンアイソスピンの状態

は以下のようになる。

τ−
1 σ1−| 4He〉 =

1
2
√

6
{nnpn(↓↑↓↓ − ↓↓↓↑) + nnnp(− ↓↑↓↓ + ↓↓↑↓) + npnn(− ↓↓↑↓ + ↓↓↓↑)}

τ−
2 σ2−| 4He〉 =

1
2
√

6
{nnpn(− ↑↓↓↓ + ↓↓↓↑) + nnnp(↑↓↓↓ − ↓↓↑↓) + pnnn(↓↓↑↓ − ↓↓↓↑)}

τ−
3 σ3−| 4He〉 =

1
2
√

6
{pnnn(↓↓↓↑ − ↓↑↓↓) + npnn(− ↓↓↓↑ + ↑↓↓↓) + nnnp(− ↑↓↓↓ + ↓↑↓↓)}

τ−
4 σ4−| 4He〉 =

1
2
√

6
{pnnn(− ↓↓↑↓ + ↓↑↓↓) + npnn(↓↓↑↓ − ↑↓↓↓) + nnpn(↑↓↓↓ − ↓↑↓↓)}
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この状態と、終状態との内積をとる。終状態は前述から n ↓, t ↓となる。

〈n ↓, t ↓ |τ−
1 σ1−| 4He〉

=
1

4
√

6


[npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(− ↑↓↓ + ↓↑↓) + pnn(− ↓↑↓ + ↓↓↑)]n=1

−[−npn(↓↓↑) + nnp(↓↑↓)]n=2

+[−nnp(↓↑↓) + npn(↓↓↑)]n=3

−[nnp(↓↑↓) − npn(↓↓↑)]n=4


× 1√

6
{pnn(↓↑↓ − ↓↓↑) − npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)}

=
1
24

{−[6]n=1 + [2]n=2 + [2]n=3 + [2]n=4}

〈n ↓, t ↓ |τ−
2 σ2−| 4He〉

=
1

4
√

6


[npn(↓↓↑) − nnp(↓↑↓)]n=1

−[npn(− ↑↓↓ + ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓) + pnn(↓↑↓ − ↓↓↑)]n=2

+[nnp(↑↓↓) − pnn(↓↓↑)]n=3

−[−nnp(↑↓↓) + pnn(↓↓↑)]n=4


× 1√

6
{pnn(↓↑↓ − ↓↓↑) − npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)}

=
1
24

{[2]n=1 − [6]n=2 + [2]n=3 + [2]n=4}

〈n ↓, t ↓ |τ−
3 σ3−| 4He〉

=
1

4
√

6


[−pnn(↓↓↑) + nnp(↑↓↓)]n=1

−[pnn(↓↓↑) − nnp(↑↓↓)]n=2

+[pnn(↓↓↑ − ↓↑↓) − npn(↓↓↑ − ↑↓↓) − nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)]n=3

+[pnn(↓↑↓) − npn(↑↓↓)]n=4


× 1√

6
{pnn(↓↑↓ − ↓↓↑) − npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)}

=
1
24

{[2]n=1 + [2]n=2 − [6]n=3 + [2]n=4}

〈n ↓, t ↓ |τ−
4 σ4−| 4He〉

=
1

4
√

6


[pnn(↓↑↓) − npn(↑↓↓)]n=1

−[−pnn(↓↑↓) + npn(↑↓↓)]n=2

+[pnn(↓↑↓) − npn(↑↓↓)]n=3

−[pnn(− ↓↓↑ + ↓↑↓) + npn(↓↓↑ − ↑↓↓) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)]n=4


× 1√

6
{pnn(↓↑↓ − ↓↓↑) − npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)}

=
1
24

{[2]n=1 + [2]n=2 + [2]n=3 − [6]n=4}

[ ]の下の添え字は前セクションと同様に、Heの中の何番目の nと終状態の nとの内積をとったかを
表す。

76



A−が作用した場合の結果

空間成分の計算については、ベクトルカレントが作用した反応計算と同じになる。よって、振幅は

以下のようになる。

MA−

= −
√

2gA

(
128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
4

(2π)3δ(3)(q − pn − pt)

×
{

exp
[
− p2

t

3aHe

]
− exp

[
− p2

n

3aHe
− q2

6(aHe + at)

]}
= −

√
2gAMtn (C-2-73)

Azが作用した場合

軸性ベクトルカレントによるスピン・アイソスピンの状態変化

始状態のHeに軸性ベクトルカレントとしてAz が作用した際のスピンアイソスピンの状態は以下の

ようになる。

τ−
1 σ1z| 4He〉 =

1
2
√

6


nnpn(↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓)
+nnnp(− ↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ − ↓↑↓↑)
+npnn(− ↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓ + ↓↑↓↑)


τ−
2 σ2z| 4He〉 =

1
2
√

6


nnpn(− ↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑)
+nnnp(↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓)
+pnnn(↑↓↑↓ − ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑)


τ−
3 σ3z| 4He〉 =

1
2
√

6


pnnn(− ↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ + ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓)
+npnn(↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ − ↓↑↓↑)
+nnnp(− ↑↓↑↓ − ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ + ↓↑↓↑)


τ−
4 σ4z| 4He〉 =

1
2
√

6


pnnn(↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ − ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑)
+npnn(− ↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓)
+nnpn(↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑)


角運動量保存則から、終状態として許されるのは、(t ↑, n ↓) か (t ↓, n ↑) のどちらかになる。

終状態が (t ↑, n ↓) の場合 始状態にカレントが作用した状態と、終状態との間の内積をとる。

〈t ↑, n ↓ |τ−
1 σ1z| He〉 =

1
4
√

6


[npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(↓↑↑ − ↑↓↑) − pnn(↑↑↓ − ↑↓↑)]n=1

+[npn(↓↑↑ + ↑↓↑) − nnp(↓↑↑ + ↑↑↓)]n=2

+[−nnp(↑↑↓ + ↓↑↑) + npn(↑↓↑ + ↓↑↑)]n=3

−[nnp(↑↑↓ + ↓↑↑) − npn(↑↓↑ + ↓↑↑)]n=4


⊗ 1√

6
{pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) − npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)}

=
1
24

(−[6]n=1 + [2]n=2 + [2]n=3 + [2]n=4)
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〈t ↑, n ↓ |τ−
2 σ2z| He〉 =

1
4
√

6


[npn(↓↑↑ + ↑↓↑) − nnp(↓↑↑ + ↑↑↓)]n=1

−[npn(↓↑↑ − ↑↑↓) − nnp(↓↑↑ − ↑↓↑) + pnn(↑↑↓ − ↑↓↑)]n=2

+[nnp(↑↑↓ + ↑↓↑) − pnn(↑↓↑ + ↓↑↑)]n=3

−[−nnp(↑↑↓ + ↑↓↑) + pnn(↑↓↑ + ↓↑↑)]n=4


⊗ 1√

6
{pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) − npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)}

=
1
24

([2]n=1 − [6]n=2 + [2]n=3 + [2]n=4)

〈t ↑, n ↓ |τ−
3 σ3z| He〉 =

1
4
√

6


[−pnn(↓↑↑ + ↑↓↑) + nnp(↑↑↓ + ↑↓↑)]n=1

−[pnn(↓↑↑ + ↑↓↑) − nnp(↑↑↓ + ↑↓↑)]n=2

+[−pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) + npn(↑↑↓ − ↓↑↑) − nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)]n=3

−[−pnn(↑↑↓ + ↓↑↑) + npn(↑↑↓ + ↑↓↑)]n=4


⊗ 1√

6
{pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) − npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)}

=
1
24

([2]n=1 + [2]n=2 − [6]n=3 + [2]n=4)

〈t ↑, n ↓ |τ−
4 σ4z| He〉 =

1
4
√

6


[pnn(↓↑↑ + ↑↑↓) − npn(↑↑↓ + ↑↓↑)]n=1

−[−pnn(↓↑↑ + ↑↑↓) + npn(↑↑↓ + ↑↓↑)]n=2

+[pnn(↑↑↓ + ↓↑↑) − npn(↑↑↓ + ↑↓↑)]n=3

−[pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) − npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)]n=4


⊗ 1√

6
{pnn(↑↑↓ − ↑↓↑) − npn(↑↑↓ − ↓↑↑) + nnp(↑↓↑ − ↓↑↑)}

=
1
24

([2]n=1 + [2]n=2 + [2]n=3 − [6]n=4)

結果 空間成分についての計算は、ベクトルカレントが作用した際の反応計算と同じであり、結果は

以下のようになる。

MAz ( 4He → n ↑, t ↓)

= gA

(
128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
4

(2π)3δ(2)(q − pn − pt)

×
{
− exp

[
− p2

t

3aHe

]
+ exp

[
− p2

n

3aHe
− q2

6(aHe + at)

]}
= −gAMtn (C-2-74)
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(t ↓, n ↑)の場合 始状態にカレントが作用した状態と、終状態との間の内積を考える。

〈t ↓, n ↑ |τ−
1 σ1z| 4He〉

=
1

4
√

6


[npn(↑↓↓ − ↓↓↑) − nnp(↑↓↓ − ↓↑↓) − pnn(↓↑↓ − ↓↓↑)]n=1

−[npn(↑↓↓ + ↓↑↓) − nnp(↑↓↓ + ↓↓↑)]n=2

+[nnp(↓↓↑ + ↑↓↓) − npn(↑↓↓ + ↓↑↓)]n=3

−[−nnp(↓↓↑ + ↑↓↓) + npn(↑↓↓ + ↓↑↓)]n=4


× 1√

6
{pnn(↓↑↓ − ↓↓↑) − npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)}

=
1
24

{−[6]n=1 + [2]n=2 + [2]n=3 + [2]n=4}

〈t ↓, n ↑ |τ−
2 σ2z| 4He〉

=
1

4
√

6


[−npn(↑↓↓ + ↓↑↓) + nnp(↑↓↓ + ↓↓↑)]n=1

−[−npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓) + pnn(↓↑↓ − ↓↓↑)]n=2

+[−nnp(↓↓↑ + ↓↑↓) + pnn(↑↓↓ + ↓↑↓)]n=3

−[nnp(↓↓↑ + ↓↑↓) − pnn(↑↓↓ + ↓↑↓)]n=4


× 1√

6
{pnn(↓↑↓ − ↓↓↑) − npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)}

=
1
24

{[2]n=1 − [6]n=2 + [2]n=3 + [2]n=4}

〈t ↓, n ↑ |τ−
3 σ3z| 4He〉

=
1

4
√

6


[pnn(↑↓↓ + ↓↑↓) − nnp(↓↑↓ + ↓↓↑)]n=1

−[−pnn(↑↓↓ + ↓↑↓) + nnp(↓↑↓ + ↓↓↑)]n=2

+[pnn(↓↓↑ − ↓↑↓) − npn(↓↓↑ − ↑↓↓) − nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)]n=3

−[pnn(↓↓↑ + ↑↓↓) − npn(↓↓↑ + ↓↑↓)]n=4


× 1√

6
{pnn(↓↑↓ − ↓↓↑) − npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)}

=
1
24

{[2]n=1 + [2]n=2 − [6]n=3 + [2]n=4}

〈t ↓, n ↑ |τ−
4 σ4z| 4He〉

=
1

4
√

6


[−pnn(↑↓↓ + ↓↓↑) + npn(↓↑↓ + ↓↓↑)]n=1

−[pnn(↑↓↓ + ↓↓↑) − npn(↓↑↓ + ↓↓↑)]n=2

+[−pnn(↓↓↑ + ↑↓↓) + npn(↓↓↑ + ↓↑↓)]n=3

−[−pnn(↓↓↑ − ↓↑↓) + npn(↓↓↑ − ↑↓↓) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)]n=4


× 1√

6
{pnn(↓↑↓ − ↓↓↑) − npn(↑↓↓ − ↓↓↑) + nnp(↑↓↓ − ↓↑↓)}

=
1
24

{[2]n=1 + [2]n=2 + [2]n=3 − [6]n=4}
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結果 空間成分についての計算は、ベクトルカレントのが作用した際の反応計算と同じであり、結果

は以下のようになる。

MAz ( 4He → n ↓, t ↑)

= −gA

(
128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
4

(2π)3δ(3)(q − pn − pt)

×
{

exp
[
− p2

t

3aHe

]
− exp

[
− p2

n

3aHe
− q2

6(aHe + at)

]}
= −gAMtn (C-2-75)

Azが作用した場合の結果

ここで、軸性ベクトルカレントの第三成分が作用した時の終状態はスピンの成分を考えると以下の

ようになる。
1√
2
(t ↑ n ↓ +t ↓ n ↑) S = 1, Sz = 0 (C-2-76)

よって振幅は

MAz =
1√
2
(MAz ( 4He → n ↑, t ↓) + MAz ( 4He → n ↓, t ↑)) = −

√
2gAM (C-2-77)

となる。

まとめ

結果をまとめると、以下のように表せる。

〈t n||V 0|4He〉 =
√

2Mtn (C-2-78)

〈t n||A+|4He〉 =
√

2gAMtn (C-2-79)

〈t n||A−|4He〉 = −
√

2gAMtn (C-2-80)

〈t n||Az|4He〉 = −
√

2gAMtn (C-2-81)

この式において、Mtn は以下の式で表される。

Mtn ≡
(

128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
4

{
exp

[
− p2

t

3aHe

]
− exp

[
− p2

n

3aHe
− p2

6(aHe + at)

]}
(C-2-82)

この式で、pはハドロニックカレントが運ぶ運動量を表している。

C.2.4 (τ̃ 4He) → χ̃0
1 + ντ + d + n + nの hadronic part

次に、 (3-3-2)の hadronic partの計算を行う。
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ベクトルカレントによる反応

ベクトルカレントによる反応では始状態、終状態においてスピンの値に変化が生じない。そのため、

始状態であるヘリウム原子核のスピンの値が 0である事から、終状態のスピンの値も 0になる。終状
態のスピンが 0であり、dがスピン 1を持つことから、終状態の nのスピンの値として 0は許されず、
1となる。これより、スピンの値が 1である二つの波動関数を合成し、スピンの値が 0の波動関数を
作ると考え、終状態のスピンアイソスピン成分は以下のように表される。

1√
3
(|n1〉|d−1〉 − |n0〉|d0〉 + |n−1〉|d1〉) (C-2-83)

終状態が |d1, n−1〉の場合

ベクトルカレントによるスピン・アイソスピンの状態変化

まず初めに、ベクトルカレントが始状態の Heに当たったときのスピンアイソスピンの状態変化に
ついて調べる。Heの i番目の粒子に作用するカレントを τi として、以下のように計算を行う。

τ−
1 |4He〉 =

1
2
√

6


nnpn(↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓)
+nnnp(− ↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑)
+npnn(− ↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑)


τ−
2 |4He〉 =

1
2
√

6


nnpn(− ↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑)
+nnnp(↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓)
+pnnn(− ↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑)


τ−
3 |4He〉 =

1
2
√

6


pnnn(↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓)
+npnn(− ↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑)
+nnnp(− ↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑)


τ−
4 |4He〉 =

1
2
√

6


pnnn(− ↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑)
+npnn(↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓)
+nnpn(− ↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑)


この状態とと終状態の |d1, n−1〉との間の内積を考える。これを考えるに当たり、初めに終状態の n二
つとの内積を考え、次に dとの内積を考える事にする。するとこの内積は (C-2-59)を考慮して、以下

81



のように表す事が出来る。

〈d1, n−1|τ−
1 |4He〉

=
1
12

{(p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=1,2 − (n ↑ p ↑ −p ↑ n ↑)n=1,3 + (−n ↑ p ↑ +p ↑ n ↑)n=1,4}

⊗ 1√
2
[(p ↑ n ↑) − (n ↑ p ↑)]

=
1

12
√

2
([2]n=1,2 + [2]n=1,3 + [2]n=1,4) (C-2-84)

〈d1, n−1|τ−
2 |4He〉

=
1
12

{(−p ↑ n ↑ +n ↑ p ↑)n=1,2 + (−n ↑ p ↑ +p ↑ n ↑)n=2,3 − (n ↑ p ↑ −p ↑ n ↑)n=2,4}

⊗ 1√
2
[(p ↑ n ↑) − (n ↑ p ↑)]

=
1

12
√

2
(−[2]n=1,2 + [2]n=2,3 + [2]n=2,4) (C-2-85)

〈d1, n−1|τ−
3 |4He〉

=
1
12

{−(p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=1,3 + (−p ↑ n ↑ +n ↑ p ↑)n=2,3 + (p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=3,4}

⊗ 1√
2
[(p ↑ n ↑) − (n ↑ p ↑)]

=
1

12
√

2
(−[2]n=1,3 − [2]n=2,3 + [2]n=3,4) (C-2-86)

〈d1, n−1|τ−
4 |4He〉

=
1
12

{(−p ↑ n ↑ +n ↑ p ↑)n=1,4 − (p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=2,4 + (−p ↑ n ↑ +n ↑ p ↑)n=3,4}

⊗ 1√
2
[(p ↑ n ↑) − (n ↑ p ↑)]

=
1

12
√

2
(−[2]n=1,4 − [2]n=2,4 − [2]n=3,4) (C-2-87)

ここで [ ]の下の添え字は、He中の何番目の nと終状態の二つの nとの内積を取ったかを表す。上の
式 (C-2-84)～(C-2-87)は一見すると、全て足しあわすことにより 0になるように見える。しかし、こ
の式は空間成分について考えていない。空間成分を考えた時、(C-2-84)～(C-2-87)では計算方法が異
なるため、ここで安易に足し合わせる事は出来ない。以下で空間成分の計算を見ていくことにする。

核子 1にカレントが作用する場合

初めに、カレントとして τ−
1 が作用した時の振幅をM1として、この計算を行う。M1について、上

記の計算からスピンアイソスピン成分で内積をとったものは、以下のように表す事が出来る。

〈d1, n−1|τ−
1 |4He〉 =

1
12
√

2

[2]n=1,2︸ ︷︷ ︸
(Cd1.1)

+ [2]n=1,3︸ ︷︷ ︸
(Cd1.2)

+ [2]n=1,4︸ ︷︷ ︸
(Cd1.3)


この (Cd1.1)～(Cd1.3)を順に計算する。
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核子 1,2が終状態の nの場合 初めに (Cd1.1)の計算を行います。この計算では、nを 1,2番目の粒
子、dを 3,4番目の粒子として扱う。よって、終状態の空間成分は (C-2-51)、(C-2-53)を考慮すると以
下の様に表せる。

√
2

(ad

π

) 3
4

(exp[−i(pn1r1 + pn2r2)] − exp[−i(pn2r1 + pn1r2)])

× exp
[
−ad

2
(r3 − r4)2

]
exp

[
−ipd

(
r3 + r4

2

)]
これよりM1 への (Cd1.1)からの寄与は以下のように計算出来る。

(Cd1.1) =
√

2
(

2
a3
He

π3

) 3
4 (ad

π

) 3
4

∫∫∫∫
dr1dr2dr3dr4

× exp
{

iqr1 − aHe(. . . ) −
ad

2
(r3 − r4)2 − ipd

(
r3 + r4

2

)}
× {exp[−i(pn1r1 + pn2r2)] − exp[−i(pn2r1 + pn1r2)]}

この積分をヤコビ座標を用いて実行する。今は二つ目の { }内の一項目についてのみ計算を行うこと
にする。第二項については、pn1 ↔ pn2 と置き換えればすぐに結果が得られるためである。expの中
身をあらわに表し、ヤコビ座標 (C-2-30)、(C-2-34)を用いて変形をする。

iqr1 − aHe(. . . ) −
ad

2
(r3 − r4)2 − ipd

(
r3 + r4

2

)
− i(pn1r1 + pn2r2)

ヤコビ座標 (C-2-30),(C-2-34)を用いて rを sで表すと

= i(q − pn1)
(

s0 +
3
4
s1

)
− ad

2
s2
3 − ipd

(
s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2

)
− ipn2

(
s0 −

1
4
s1 +

2
3
s2

)
− aHe

(
3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
= i(q − pn1 − pn2 − pd)s0 +

i

4
{3(q − pn1) + pd + pn2}s1 +

2i

3

(pd

2
− pn2

)
s2

− 3
4
aHes

2
1 −

2
3
aHes

2
2 −

aHe + ad

2
s2
3

= i(q − pn1 − pn2 − pd)s0

− 3
4
aHe

(
s1 −

i

6aHe
(3(q − pn1) + pd + pn2)

)2

− 1
48aHe

(3(q − pn1) + pd + pn2)2

− 2
3
aHe

(
s2 −

i

2aHe

(pd

2
− pn2

))2

− 1
6aHe

(pd

2
− pn2

)2

− aHe + ad

2
s2
3

二項目については、この表現で pn1 ↔ pn2 としたものになる。これよりヤコビ座標で積分を実行す

ると、

(2.1.2a)

=
√

2
(

2
a3
He

π3

) 3
4 (ad

π

) 3
4

(
4π

3aHe

3π

2aHe

2π

aHe + ad

) 3
2

(2π)3δ(q − pn1 − pn2 − pd)

×
[
exp

{
− (3(q − pn1) + pd + pn2)2

48aHe
−

(pd
2 − pn2)2

6aHe

}
− exp

{
− (3(q − pn2) + pd + pn1)2

48aHe
−

(pd
2 − pn1)2

6aHe

} ]
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係数を整理し、また δ関数の条件を用いて expの中身をかえると

=
√

2(2π)3
(

32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
4

δ(q − pn1 − pn2 − pd)

×
[
exp

(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p2
d

8aHe

)
− exp

(
−4p2

n1 + 4pn1 · pd + 3p2
d

8aHe

)]
となる。ここで現れる δ関数 δ(q − pn1 − pn2 − pd) は運動量の保存を表している。すなわち、運動量
qをもつカレントが Heに作用し、その運動量が dと二つの nに分配されている事を表す。

核子 1,3が終状態の nの場合 次に (Cd1.2)の計算を行う。この計算では、nを 1,3番目の粒子、dを
2,4番目の粒子として扱う。よって、終状態の空間成分は (C-2-51),(C-2-53)を考慮する事で以下のよ
うに表す事ができる。

√
2

(ad

π

) 3
4

(exp[−i(pn1r1 + pn2r3)] − exp[−i(pn2r1 + pn1r3)])

× exp
[
−ad

2
(r2 − r4)2

]
exp

[
−ipd

(
r2 + r4

2

)]
これより、M1 への (Cd1.2)からの寄与は以下のように計算出来る。

(Cd1.2) =
√

2
(

2
a3
He

π3

) 3
4 (ad

π

) 3
4

∫∫∫∫
dr1dr2dr3dr4

× exp
{

iqr1 − aHe(. . . ) −
ad

2
(r2 − r4)2 − ipd

(
r2 + r4

2

)}
× {exp[−i(pn1r1 + pn2r3)] − exp[−i(pn2r1 + pn1r3)]}

(Cd1.1)と同じように計算をしていく。ここでは、ヤコビ座標として、以下のものを用いる。

s0 =
r1 + r2 + r3 + r4

4
s1 = r1 −

r2 + r3 + r4

3

s2 = r3 −
r2 + r4

2
s3 = r2 − r4

(C-2-88)

r1 = s0 +
3
4
s1 r2 = s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 +

1
2
s3

r3 = s0 −
1
4
s1 +

2
3
s2 r4 = s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 −

1
2
s3

(C-2-89)

これはヤコビ座標 (C-2-30),(C-2-34)において、r2 ↔ r3としたものである。このとき、ヤコビアンの

絶対値は 1になり、aHeの項の ( )の値も前回の計算と同様に表す事が出来る。これを用いて、二つ目
の { }の第一項についての expの中身を計算する。

iqr1 − aHe(· · · ) −
ad

2
(r2 − r4)2 − ipd

(
r2 + r4

2

)
− i(pn1r1 + pn2r3)

ヤコビ座標 (C-2-88),(C-2-89)を用いて rを sで表すと

= i(q − pn1)
(

s0 +
3
4
s1

)
− ad

2
s2
3 − ipd

(
s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2

)
− ipn2

(
s0 −

1
4
s1 +

2
3
s2

)
− aHe

(
3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
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これは (Cd1.1)の計算と同じになる。よって、M1への (Cd1.2)からの寄与は (Cd1.1)と等しくなる。

(Cd1.2) =
√

2(2π)3
(

32π3ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
4

δ(q − pn1 − pn2 − pd)[
exp

(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p3
d

8aHe

)
− exp

(
−4p2

n1 + 4pn1 · pd + 3p3
d

8aHe

)]
となる。

核子 1,4が終状態の nの場合 最後に (Cd1.3)の計算を行う。この計算では、nを 1,4番目の粒子、d
を 2,3番目の粒子として扱う。よって、終状態の空間成分は (C-2-51),(C-2-53)を考慮する事で以下の
ように表す事が出来る。

√
2

(ad

π

) 3
4

(exp[−i(pn1r1 + pn2r4)] − exp[−i(pn2r1 + pn1r4)])

× exp
[
−ad

2
(r2 − r3)2

]
exp

[
−ipd

(
r2 + r3

2

)]
これより、M1 への (Cd1.3)からの寄与は以下のように計算出来る。

(Cd1.3) =
√

2
(

2
a3
He

π3

) 3
4 (ad

π

) 3
4

∫∫∫∫
dr1dr2dr3dr4

× exp
{

iqr1 − aHe(. . . ) −
ad

2
(r2 − r3)2 − ipd

(
r2 + r3

2

)}
× {exp[−i(pn1r1 + pn2r4)] − exp[−i(pn2r1 + pn1r4)]}

(Cd1.1)と同じように、二つ目の { }の第一項の計算を行う。

iqr1 − aHe(· · · ) −
ad

2
(r2 − r3)2 − ipd

(
r2 + r3

2

)
− i(pn1r1 + pn2r4)

ヤコビ座標 (C-2-33),(C-2-37)を用いて rを sで表すと

= i(q − pn1)
(

s0 −
1
4
s1 +

2
3
s2

)
− ad

2
s2
3 − ipd

(
s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2

)
− ipn2

(
s0 +

3
4
s1

)
− aHe

(
3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
これは (Cd1.2)の計算において、pn1 → pn2 + q, pn2 → pn1 − qとしたものである。また、第二項に

ついては pn1 ↔ pn2の置き換えをするので、pn1 → pn2 − q, pn2 → pn1 + qと置き換えを行うことに

する。すると、M1 への (Cd1.3)からの寄与は以下のようになる。

(Cd1.3) =
√

2(2π)3
(

32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
4

δ(q − pn1 − pn2 − pd)

×

[
exp

{
−4(pn1 − q)2 + 4(pn1 − q) · pd + 3p2

d

8aHe

}

− exp
{
−4(pn2 − q)2 + 4(pn2 − q) · pd + 3p2

d

8aHe

}]

=
√

2(2π)3
(

32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
4

δ(q − pn1 − pn2 − pd)

×
[
exp

(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p2
d

8aHe

)
− exp

(
−4p2

n1 + 4pn1 · pd + 3p2
d

8aHe

)]
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となり、(Cd1.1),(Cd1.2)と等しくなる事が分かる。

結果のまとめ 以上の計算から

M1 =
1

12
√

2
{(Cd1.1) + (Cd1.2) + (Cd1.3)}

=
(2π)3

4

(
32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
4

δ(q − pn1 − pn2 − pd)

×
[
exp

(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p2
d

8aHe

)
− exp

(
−4p2

n1 + 4pn1 · pd + 3p2
d

8aHe

)]
(C-2-90)

となる。

核子 2にカレントが作用する場合

次にカレントとして τ−
2 が作用した際の振幅をM2 として計算を行う。M2 に関して、スピンアイ

ソスピン成分で内積をとったものは以下のように表す事ができる。

〈d1, n, n|τ−
2 |4He〉 =

1
12
√

2

− [2]n=1,2︸ ︷︷ ︸
(Cd2.1)

+ [2]n=2,3︸ ︷︷ ︸
(Cd2.2)

+ [2]n=2,4︸ ︷︷ ︸
(Cd2.3)


この (Cd2.1)～(Cd2.3)の計算を行います。計算過程は核子 1にカレントが作用する反応計算とほぼ同
じで、以下が成り立つ。

−(Cd2.1) = (Cd2.2) = (Cd2.3) = (Cd1.1)

よって、結果もM1 と同じになる。

計算結果

M3,M4 の値もM1 と等しくなる。よって、

M(4He → d1, n−1)

= M1 + M2 + M3 + M4

= (2π)3
(

32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
4

δ(q − pn1 − pn2 − pd)

×
[
exp

(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p2
d

8aHe

)
− exp

(
−4p2

n1 + 4pn1 · pd + 3p2
d

8aHe

)]
≡ Mdnn (C-2-91)

後の便宜のため、この値をMdnn と定義する。
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終状態が |d−1, n1〉の場合

ベクトルカレントによるスピンアイソスピンの状態変化

始状態にベクトルカレントが作用した状態と終状態との内積を考える。前回と同様、スピンアイソ

スピン成分のみを考えると、以下のように表す事が出来る。

〈d−1, n1|τ−
1 |4He〉

=
1
12

{(p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓)n=1,2 − (n ↓ p ↓ −p ↓ n ↓)n=1,3 + (−n ↓ p ↓ +p ↓ n ↓)n=1,4}

⊗ 1√
2
[(p ↓ n ↓) − (n ↓ p ↓)]

=
1

12
√

2
([2]n=1,2 + [2]n=1,3 + [2]n=1,4)

〈d−1, n1|τ−
2 |4He〉

=
1
12

{(−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=1,2 + (−n ↓ p ↓ +p ↓ n ↓)n=2,3 − (n ↓ p ↓ −p ↓ n ↓)n=2,4}

⊗ 1√
2
[(p ↓ n ↓) − (n ↓ p ↓)]

=
1

12
√

2
(−[2]n=1,2 + [2]n=2,3 + [2]n=2,4)

〈d−1, n1|τ−
3 |4He〉

=
1
12

{−(p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓)n=1,3 + (−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=2,3 + (p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓)n=3,4}

⊗ 1√
2
[(p ↓ n ↓) − (n ↓ p ↓)]

=
1

12
√

2
(−[2]n=1,3 − [2]n=2,3 + [2]n=3,4)

〈d−1, n1|τ−
4 |4He〉

=
1
12

{(−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=1,4 − (p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓)n=2,4 + (−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=3,4}

⊗ 1√
2
[(p ↓ n ↓) − (n ↓ p ↓)]

=
1

12
√

2
(−[2]n=1,4 − [2]n=2,4 − [2]n=3,4)

計算結果

空間成分の計算は終状態が |d1, n−1〉の時と全く同じで、結果も同じになる。

M(4He → d−1, n1) = Mdnn (C-2-92)
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終状態が |d0, n0〉の場合

ベクトルカレントによるスピンアイソスピンの状態変化

始状態にベクトルカレントが作用した状態と終状態との内積を考える。前回と同様に、スピンアイ

ソスピン成分のみを考えると、以下のように表す事が出来る。

〈d0, n0|τ−
1 |4He〉

=
1

12
√

2


(−p ↓ n ↑ +n ↑ p ↓ −p ↑ n ↓ +n ↓ p ↑)n=1,2

−(−n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑ +p ↑ n ↓)n=1,3

+(n ↑ p ↓ −p ↓ n ↑ +n ↓ p ↑ −p ↑ n ↓)n=1,4


⊗ 1

2
[p ↑ n ↓ −n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑]

=
1

24
√

2
(−[4]n=1,2 − [4]n=1,3 − [4]n=1,4)

〈d0, n0|τ−
2 |4He〉

=
1

12
√

2


(p ↑ n ↓ −n ↓ p ↑ +p ↓ n ↑ −n ↑ p ↓)n=1,2

+(n ↑ p ↓ −p ↓ n ↑ +n ↓ p ↑ −p ↑ n ↓)n=2,3

−(−n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑ +p ↑ n ↓)n=2,4


⊗ 1

2
[p ↑ n ↓ −n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑]

=
1

24
√

2
([4]n=1,2 − [4]n=2,3 − [4]n=2,4)

〈d0, n0|τ−
3 |4He〉

=
1

12
√

2


−(−p ↑ n ↓ +n ↓ p ↑ −p ↓ n ↑ +n ↑ p ↓)n=1,3

+(p ↑ n ↓ −n ↓ p ↑ +p ↓ n ↑ −n ↑ p ↓)n=2,3

+(−p ↓ n ↑ +n ↑ p ↓ −p ↑ n ↓ +n ↓ p ↑)n=3,4


⊗ 1

2
[p ↑ n ↓ −n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑]

=
1

24
√

2
([4]n=1,3 + [4]n=2,3 − [4]n=3,4)

〈d0, n0|τ−
1 |4He〉

=
1

12
√

2


(−p ↑ n ↓ −n ↓ p ↑ +p ↓ n ↑ −n ↑ p ↓)n=1,4

−(−p ↑ n ↓ +n ↓ p ↑ −p ↓ n ↑ +n ↑ p ↓)n=2,4

+(p ↑ n ↓ −n ↓ p ↑ +p ↓ n ↑ −n ↑ p ↓)n=3,4


⊗ 1

2
[p ↑ n ↓ −n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑]

=
1

24
√

2
([4]n=1,4 + [4]n=2,4 + [4]n=3,4)

計算結果

空間成分の計算は終状態が |d1, n−1〉の時と全く同じで、結果は符号が異なる形で出てくる。

M(4He → d0, n0) = −Mdnn (C-2-93)
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ベクトルカレントによる破砕反応

ベクトルカレントによる破砕反応では、終状態のスピンの値は S = 0になるので、終状態は前述の
通り、以下の形になる。

1√
3
(|n1〉|d−1〉 − |n0〉|d0〉 + |n−1〉|d1〉) (C-2-83)

故に、振幅の値は

MV =
1√
3
[M(4He → d−1, n1) −M(4He → d0, n0) + M(4He → d1, n−1]

=
√

3(2π)3
(

32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
4

δ(q − pn1 − pn2 − pd)

×
[
exp

(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p2
d

8aHe

)
− exp

(
−4p2

n1 + 4pn1 · pd + 3p2
d

8aHe

)]
=

√
3Mdnn (C-2-94)

となる。

軸性ベクトルカレントによる反応

次に、軸性ベクトルカレントが作用する事で生じる破砕反応を考える。今まで考えてきた破砕反応

はベクトルカレントが作用した場合に生じる反応であり、このとき変化するのはアイソスピン成分の

みである。しかし、今回考える破砕反応、すなわち軸性ベクトルカレントが作用した場合に生じる反

応では、スピン、アイソスピンの両成分が変化する。ベクトルカレントが作用する反応と同様に、ス

ピンの合成を考える事で、Heに作用する軸性ベクトルカレントの種類により、どのような終状態にな
るかを決める事が出来る。

A+ ⇒ 1√
2
(|d0, n1〉 − |d1, n0〉), |d1, n

′
0〉 S = 1, Sz = 1 (C-2-95)

Az ⇒ 1√
2
(|d−1, n1〉 − |d1, n−1〉), |d0, n

′
0〉 S = 1, Sz = 0 (C-2-96)

A− ⇒ 1√
2
(|d−1, n0〉 − |d0, n−1〉), |d−1, n

′
0 S = 1, Sz = −1 (C-2-97)

ここで (C-2-95)～(C-2-97)までの式の第一項は d,nのスピンの値が共に 1であり、これらを合成して
スピン 1の状態を形成する。対して、第二項は dのスピンが 1であり、nのスピンが 0となっており、
これらを合成する事でスピン 1の状態を形成する。
まず初めに、終状態の nのスピンが 1の時の反応率を計算し、次に 0の時の反応率を計算する。

A+が作用した場合 (終状態の nのスピンが 1)
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軸性ベクトルカレントによるスピン・アイソスピン成分の状態変化

始状態の Heに軸性ベクトルカレント A+の τ−
a σa+が作用すると、スピンアイソスピンの状態は以

下のように変化する。

τ−
1 σ1+|4He〉 =

1
2
√

6
{nnpn(↑↓↑↑ − ↑↑↑↓) + nnnp(− ↑↓↑↑ + ↑↑↓↑) + npnn(↑↑↑↓ − ↑↑↓↑)}

τ−
2 σ2+|4He〉 =

1
2
√

6
{nnpn(− ↓↑↑↑ + ↑↑↑↓) + nnnp(↓↑↑↑ − ↑↑↓↑) + pnnn(− ↑↑↑↓ + ↑↑↓↑)}

τ−
3 σ3+|4He〉 =

1
2
√

6
{pnnn(↑↑↑↓ − ↑↓↑↑) + npnn(− ↑↑↑↓ + ↓↑↑↑) + nnnp(↑↓↑↑ − ↓↑↑↑)}

τ−
4 σ4+|4He〉 =

1
2
√

6
{pnnn(− ↑↑↓↑ + ↑↓↑↑) + npnn(↑↑↓↑ − ↓↑↑↑) + nnpn(− ↑↓↑↑ + ↓↑↑↑)}

この状態と終状態との内積をとる。終状態は前述したとおり、|d0, n1〉と |d1,n0〉の二つが考えられる。
ここでは順に計算を行う。

終状態が |d0, n1〉の場合 内積は、(C-2-59)を考慮すると、以下のようになる。

〈d0, n1|τ−
1 σ1+|4He〉

=
1
12

{(−p ↑ n ↓ +n ↓ p ↑)n=1,2 − (−n ↓ p ↑ +p ↑ n ↓)n=1,3 + (n ↓ p ↑ −p ↑ n ↓)n=1,4}

⊗ 1
2
[p ↑ n ↓ −n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑]

=
1
24

(−[2]n=1,2 − [2]n=1,3 − [2]n=1,4)

〈d0, n1|τ−
2 σ2+|4He〉

=
1
12

{(p ↑ n ↓ −n ↓ p ↑)n=1,2 + (n ↓ p ↑ −p ↑ n ↓)n=2,3 − (−n ↓ p ↑ +p ↑ n ↓)n=2,4}

⊗ 1
2
[p ↑ n ↓ −n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑]

=
1
24

([2]n=1,2 − [2]n=2,3 − [2]n=2,4)

〈d0, n1|τ−
3 σ3+|4He〉

=
1
12

{−(−p ↑ n ↓ +n ↓ p ↑)n=1,3 + (p ↑ n ↓ −n ↓ p ↑)n=2,3 + (−p ↑ n ↓ +n ↓ p ↑)n=3,4}

⊗ 1
2
[p ↑ n ↓ −n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑]

=
1
24

([2]n=1,3 + [2]n=2,3 − [2]n=3,4)

〈d0, n1|τ−
4 σ4+|4He〉

=
1
12

{(p ↑ n ↓ −n ↓ p ↑)n=1,4 − (−p ↑ n ↓ +n ↓ p ↑)n=2,4 + (p ↑ n ↓ −n ↓ p ↑)n=3,4}

⊗ 1
2
[p ↑ n ↓ −n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑]

=
1
24

([2]n=1,4 + [2]n=2,4 + [2]n=3,4)

計算結果 空間成分については前回同様に求める事が出来る。C-2-70を考慮し、
√

2をかけると、結
果は、以下のようになる。

MA+(4He → d0, n1) = − 1√
2
gAMdnn (C-2-98)
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終状態が |d1, n0〉の場合 初めに内積をとった結果を表すと、以下のようになる。

〈d1, n0|τ−
1 σ1+|4He〉

=
1

12
√

2
{(p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=1,2 − (n ↑ p ↑ −p ↑ n ↑)n=1,3 + (−n ↑ p ↑ +p ↑ n ↑)n=1,4}

⊗ 1√
2
[p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑]

=
1
24

([2]n=1,2 + [2]n=1,3 + [2]n=1,4)

〈d1, n0|τ−
2 σ2+|4He〉

=
1

12
√

2
{(−p ↑ n ↑ +n ↑ p ↑)n=1,2 + (−n ↑ p ↑ +p ↑ n ↑)n=2,3 − (n ↑ p ↑ −p ↑ n ↑)n=2,4}

⊗ 1√
2
[p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑]

=
1
24

(−[2]n=1,2 + [2]n=2,3 + [2]n=2,4)

〈d1, n0|τ−
3 σ3+|4He〉

=
1

12
√

2
{−(p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=1,3 + (−p ↑ n ↑ +n ↑ p ↑)n=2,3 + (p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=3,4}

⊗ 1√
2
[p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑]

=
1
24

(−[2]n=1,3 − [2]n=2,3 + [2]n=3,4)

〈d1, n0|τ−
4 σ4+|4He〉

=
1

12
√

2
{(−p ↑ n ↑ +n ↑ p ↑)n=1,4 − (p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=2,4 + (−p ↑ n ↑ +n ↑ p ↑)n=3,4}

⊗ 1√
2
[p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑]

=
1
24

(−[2]n=1,4 − [2]n=2,4 − [2]n=3,4)

計算結果 この式においても、空間成分については前回同様に求める事が出来る。結果は以下のよう

になる。

MA+(4He → d1, n0) = gAMdnn (C-2-99)

A+が作用した場合の結果 (終状態の nのスピンが 1)

前述のとおり、カレントとして A+ が作用した場合の終状態のスピンアイソスピン成分は以下で表

す事が出来る。
1√
2
(|d0, n1〉 − |d1, n0〉) S = 1, Sz = 1 (C-2-95)

よって振幅は

MA+ =
1√
2
[MA+(4He → d0, n1) −MA+(4He → d1, n0)]

= −
√

2gAMdnn (C-2-100)

となる。
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A−が作用した場合 (終状態の nのスピンが 1)

軸性ベクトルカレントによるスピン・アイソスピンの状態変化 始状態の Heに軸性ベクトルカレン
ト A− の要素 τ−

a σa− が作用した場合のスピン・アイソスピンの状態は以下のようになる。

τ−
1 σ1−|4He〉 =

1
2
√

6
{nnpn(↓↑↓↓ − ↓↓↓↑) + nnnp(− ↓↑↓↓ + ↓↓↑↓) + npnn(− ↓↓↑↓ + ↓↓↓↑)}

τ−
2 σ2−|4He〉 =

1
2
√

6
{nnpn(− ↑↓↓↓ + ↓↓↓↑) + nnnp(↑↓↓↓ − ↓↓↑↓) + pnnn(↓↓↑↓ − ↓↓↓↑)}

τ−
3 σ3−|4He〉 =

1
2
√

6
{pnnn(↓↓↓↑ − ↓↑↓↓) + npnn(− ↓↓↓↑ + ↑↓↓↓) + nnnp(− ↑↓↓↓ + ↓↑↓↓)}

τ−
4 σ4−|4He〉 =

1
2
√

6
{pnnn(− ↓↓↑↓ + ↓↑↓↓) + npnn(↓↓↑↓ − ↑↓↓↓) + nnpn(↑↓↓↓ − ↓↑↓↓)}

この状態と終状態との内積をとる。終状態は前述したとおり、|d−1, n0〉と |d0, n−1〉がある。ここでは
順に計算を行う。

終状態が |d−1n0〉の場合 内積は、(C-2-59)を考慮すると、以下のようになる。

〈d−1, n0|τ−
1 σ1−|4He〉

=
1

12
√

2
{(p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓)n=1,2 − (n ↓ p ↓ −p ↓ n ↓)n=1,3 + (−n ↓ p ↓ +p ↓ n ↓)n=1,4}

⊗ 1√
2
[p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓]

=
1
24

([2]n=1,2 + [2]n=1,3 + [2]n=1,4)

〈d−1, n0|τ−
2 σ2−|4He〉

=
1

12
√

2
{(−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=1,2 + (−n ↓ p ↓ +p ↓ n ↓)n=2,3 − (n ↓ p ↓ −p ↓ n ↓)n=2,4}

⊗ 1√
2
[p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓]

=
1
24

(−[2]n=1,2 + [2]n=2,3 + [2]n=2,4)

〈d−1, n0|τ−
3 σ3−|4He〉

=
1

12
√

2
{−(p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓)n=1,3 + (−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=2,3 + (p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓)n=3,4}

⊗ 1√
2
[p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓]

=
1
24

(−[2]n=1,3 − [2]n=2,3 + [2]n=3,4)

〈d−1, n0|τ−
4 σ4−|4He〉

=
1

12
√

2
{(−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=1,4 − (p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓)n=2,4 + (−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=3,4}

⊗ 1√
2
[p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓]

=
1
24

(−[2]n=1,4 − [2]n=2,4 − [2]n=3,4)
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計算結果 空間成分については前回と同様に求める事が出来る。結果は、以下となる。

MA−(4He → d−1, n0) = gAMdnn (C-2-101)

終状態が |d0, n−1〉の場合 内積は、(C-2-59)を考慮すると、以下のようになる。

〈d0, n−1|τ−
1 σ1−|4He〉

=
1
12

{(−p ↓ n ↑ +n ↑ p ↓)n=1,2 − (−n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑)n=1,3 + (n ↑ p ↓ −p ↓ n ↑)n=1,4}

⊗ 1
2
[p ↑ n ↓ −n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑]

=
1
24

(−[2]n=1,2 − [2]n=1,3 − [2]n=1,4)

〈d0, n−1|τ−
2 σ2−|4He〉

=
1
12

{(p ↓ n ↑ −n ↑ p ↓)n=1,2 + (n ↑ p ↓ −p ↓ n ↑)n=2,3 − (−n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑)n=2,4}

⊗ 1
2
[p ↑ n ↓ −n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑]

=
1
24

([2]n=1,2 − [2]n=2,3 − [2]n=2,4)

〈d0, n−1|τ−
3 σ3−|4He〉

=
1
12

{−(−p ↓ n ↑ +n ↑ p ↓)n=1,3 + (p ↓ n ↑ −n ↑ p ↓)n=2,3 + (−p ↓ n ↑ +n ↑ p ↓)n=3,4}

⊗ 1
2
[p ↑ n ↓ −n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑]

=
1
24

([2]n=1,3 + [2]n=2,3 − [2]n=3,4)

〈d0, n−1|τ−
4 σ4−|4He〉

=
1
12

{(p ↓ n ↑ −n ↑ p ↓)n=1,4 − (−p ↓ n ↑ +n ↑ p ↓)n=2,4 + (p ↓ n ↑ −n ↑ p ↓)n=3,4}

⊗ 1
2
[p ↑ n ↓ −n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑]

=
1
24

([2]n=1,4 + [2]n=2,4 + [2]n=3,4)

計算結果 空間成分については前回同様に求める事が出来る。結果は、以下のようになる。

MA−(4He → d0, n−1) = −gAMdnn (C-2-102)

A− が作用した場合の結果 (終状態の nのスピンが 1)

前述したとおり、カレントとして A− が当たった時の終状態のスピンアイソスピン成分は以下で表

される。
1√
2
(|d−1, n0〉 − |d0, n−1〉) S = 1, Sz = −1 (C-2-97)

よって振幅は

MA− =
1√
2
[MA−(4He → d−1, n0) −MA−(4He → d0, n−1)]

=
√

2gAMdnn (C-2-103)
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Azが作用した場合 (終状態の nのスピンが 1)

軸性ベクトルカレントによるスピンアイソスピンの状態変化 始状態の Heに軸性ベクトルカレント
として Az が作用した場合のスピンアイソスピンの状態は以下のようになる。

τ−
1 σ1z|4He〉 =

1
2
√

6


nnpn(↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓)
+nnnp(− ↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ − ↓↑↓↑)
+npnn(− ↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓ + ↓↑↓↑)


τ−
2 σ2z|4He〉 =

1
2
√

6


nnpn(− ↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑)
+nnnp(↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓)
+pnnn(↑↓↑↓ − ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑)


τ−
3 σ3z|4He〉 =

1
2
√

6


pnnn(− ↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ + ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓)
+npnn(↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ − ↓↑↓↑)
+nnnp(− ↑↓↑↓ − ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ + ↓↑↓↑)


τ−
4 σ4z|4He〉 =

1
2
√

6


pnnn(↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ − ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑)
+npnn(− ↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓)
+nnpn(↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑)
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この状態と、終状態との内積をとる。終状態は前述したとおり、|d−1, n1〉 と |d1, n−1〉の二つがある。
ここでは順に計算を行う。

〈d−1, n1|τ−
1 σ1z|4He〉

=
1
12

{(p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓)n=1,2 − (n ↓ p ↓ −p ↓ n ↓)n=1,3 + (−n ↓ p ↓ +p ↓ n ↓)n=1,4}

⊗ 1√
2
[p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓]

=
1

12
√

2
([2]n=1,2 + [2]n=1,3 + [2]n=1,4)

〈d−1, n1|τ−
2 σ2z|4He〉

=
1
12

{(−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=1,2 + (−n ↓ p ↓ +p ↓ n ↓)n=2,3 − (n ↓ p ↓ −p ↓ n ↓)n=2,4}

⊗ 1√
2
[p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓]

=
1

12
√

2
(−[2]n=1,2 + [2]n=2,3 + [2]n=2,4)

〈d−1, n1|τ−
3 σ3z|4He〉

=
1
12

{−(p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓)n=1,3 + (−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=2,3 + (p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓)n=3,4}

⊗ 1√
2
[p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓]

=
1

12
√

2
(−[2]n=1,3 − [2]n=2,3 + [2]n=3,4)

〈d−1, n1|τ−
4 σ4z|4He〉

=
1
12

{(−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=1,4 − (p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓)n=2,4 + (−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=3,4}

⊗ 1√
2
[p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓]

=
1

12
√

2
(−[2]n=1,4 − [2]n=2,4 − [2]n=3,4)

となる。

計算結果 空間成分については前回同様に求める事が出来る。結果は、以下のようになる。

MAz (4He → d−1, n1) =
√

2gAMdnn (C-2-104)
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終状態が |d1, n−1〉の場合 内積は以下のようになる。

〈d1, n−1|τ−
1 σ1z|4He〉

=
1
12

{(−p ↑ n ↑ +n ↑ p ↑)n=1,2 − (−n ↑ p ↑ +p ↑ n ↑)n=1,3 + (n ↑ p ↑ −p ↑ n ↑)n=1,4}

⊗ 1√
2
[p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑]

=
1

12
√

2
(−[2]n=1,2 − [2]n=1,3 − [2]n=1,4)

〈d1, n−1|τ−
2 σ2z|4He〉

=
1
12

{(p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=1,2 + (n ↑ p ↑ −p ↑ n ↑)n=2,3 − (−n ↑ p ↑ +p ↑ n ↑)n=2,4}

⊗ 1√
2
[p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑]

=
1

12
√

2
([2]n=1,2 − [2]n=2,3 − [2]n=2,4)

〈d1, n−1|τ−
3 σ3z|4He〉

=
1
12

{−(−p ↑ n ↑ +n ↑ p ↑)n=1,3 + (p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=2,3 + (−p ↑ n ↑ +n ↑ p ↑)n=3,4}

⊗ 1√
2
[p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑]

=
1

12
√

2
([2]n=1,3 + [2]n=2,3 − [2]n=3,4)

〈d1, n−1|τ−
4 σ4z|4He〉

=
1
12

{(p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=1,4 − (−p ↑ n ↑ +n ↑ p ↑)n=2,4 + (p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=3,4}

⊗ 1√
2
[p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑]

=
1

12
√

2
([2]n=1,4 + [2]n=2,4 + [2]n=3,4)

となる。

計算結果 空間成分については前回同様に求める事が出来る。結果は、以下のようになる。

MAz (4He → d1, n−1) = −gAMdnn (C-2-105)

前述したとおり、カレントとして Az が作用した場合の終状態のスピンアイソスピン成分は以下で

表される。

Az ⇒ 1√
2
(|d−1, n1〉 − |d1, n−1〉) S = 1, Sz = 0 (C-2-96)

よって振幅の値は

MAz =
1√
2
[MAz (4He → d−1, n1) −MAz (4He → d1, n−1)]

=
√

2gAMdnn (C-2-106)

となる。
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軸性ベクトルカレントが作用した場合のHe破砕反応 (終状態の nのスピンが 0の
場合)

始状態、終状態

スピンの値が 0の nが 2つの状態 次に、終状態の nのスピンが 0の場合の破砕反応を考える。nの
状態は、以下の様に表される。

• スピンアイソスピン成分

1√
2
(|n ↑〉i|n ↓〉j − |n ↓〉i|n ↑〉j) ≡ |n′

0〉ij (C-2-58)

• 空間成分

ψ′
n(ri, rj) =

1√
2
{exp[i(pn1ri + pn2rj)] + exp[i(pn2ri + pn1rj)]} (C-2-54)

終状態 これらの状態を用いて終状態の波動関数を形成すると、以下の様になる。

〈r1, r2, r3, r4|d, n, n〉

=
1√
6


ψ′

n(r1, r2)ψd(r3, r4)|n′
0〉1,2|d〉3,4 − ψ′

n(r1, r3)ψd(r2, r4)|n′
0〉1,3|d〉2,4

+ψ′
n(r1, r4)ψd(r2, r3)|n′

0〉1,4|d〉2,3 + ψ′
n(r2, r3)ψd(r1, r4)|n′

0〉2,3|d〉1,4

−ψ′
n(r2, r4)ψd(r1, r3)|n′

0〉2,4|d〉1,3 + ψ′
n(r3, r4)ψd(r1, r2)|n′

0〉3,4|d〉1,2

 (C-2-107)

ここで |n〉, |d〉はスピンアイソスピン成分を表している。ここでは nの状態としてスピン 0の値のとき
のものをとっている。dのスピンの値は 1なので、こちらはスピンの z成分として −1から 1を取り
得る。

A+が作用した場合 (終状態の nのスピンが 0)

軸性ベクトルカレントによるスピン・アイソスピン成分の状態変化 始状態の Heに軸性ベクトルカ
レントA+の要素 τ−

a σa+が作用した場合のスピンアイソスピンの状態は以下のように変化する。これ

は終状態の nのスピンが 1の場合と変わらない。

τ−
1 σ1+|4He〉 =

1
2
√

6
{nnpn(↑↓↑↑ − ↑↑↑↓) + nnnp(− ↑↓↑↑ + ↑↑↓↑) + npnn(↑↑↑↓ − ↑↑↓↑)}

τ−
2 σ2+|4He〉 =

1
2
√

6
{nnpn(− ↓↑↑↑ + ↑↑↑↓) + nnnp(↓↑↑↑ − ↑↑↓↑) + pnnn(− ↑↑↑↓ + ↑↑↓↑)}

τ−
3 σ3+|4He〉 =

1
2
√

6
{pnnn(↑↑↑↓ − ↑↓↑↑) + npnn(− ↑↑↑↓ + ↓↑↑↑) + nnnp(↑↓↑↑ − ↓↑↑↑)}

τ−
4 σ4+|4He〉 =

1
2
√

6
{pnnn(− ↑↑↓↑ + ↑↓↑↑) + npnn(↑↑↓↑ − ↓↑↑↑) + nnpn(− ↑↓↑↑ + ↓↑↑↑)}

この状態と終状態との内積を取る。終状態は前述したとおり、|d1, n
′
0〉となる。初めに n2つの状態と

内積を取った後に dの状態と内積をとると考える。(C-2-107)を考慮して考えると、以下のように表さ
れる。
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〈d1, n
′
0|τ−

1 σ1+|4He〉

=
1

12
√

2

{
(p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=1,2 − (n ↑ p ↑ −p ↑ n ↑)n=1,3 + (−n ↑ p ↑ +p ↑ n ↑)n=1,4

+(2n ↑ p ↑)n=2,3 − (−2n ↑ p ↑)n=2,4 + (2n ↑ p ↑)n=3,4

}

⊗ 1√
2
[p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑]

=
1
24

{(2)n=1,2 + (2)n=1,3 + (2)n=1,4 − (2)n=2,3 − (2)n=2,4 − (2)n=3,4} (C-2-108)

〈d1, n
′
0|τ−

2 σ2+|4He〉

=
1

12
√

2

{
(p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=1,2 − (−2n ↑ p ↑)n=1,3 + (2n ↑ p ↑)n=1,4

+(p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=2,3 − (−p ↑ n ↑ +n ↑ p ↑)n=2,4 − (2p ↑ n ↑)n=3,4

}

⊗ 1√
2
[p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑]

=
1
24

{(2)n=1,2 − (2)n=1,3 − (2)n=1,4 + (2)n=2,3 + (2)n=2,4 − (2)n=3,4} (C-2-109)

〈d1, n
′
0|τ−

3 σ3+|4He〉

=
1

12
√

2

{
(2n ↑ p ↑)n=1,2 − (−p ↑ n ↑ +n ↑ p ↑)n=1,3 − (2p ↑ n ↑)n=1,4

+(p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=2,3 − (2p ↑ n ↑)n=2,4 + (p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=3,4

}

⊗ 1√
2
[p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑]

=
1
24

{−(2)n=1,2 + (2)n=1,3 − (2)n=1,4 + (2)n=2,3 − (2)n=2,4 + (2)n=3,4} (C-2-110)

〈d1, n
′
0|τ−

4 σ4+|4He〉

=
1

12
√

2

{
−(2p ↑ n ↑)n=1,2 − (2p ↑ n ↑)n=1,3 + (p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=1,4

−(2p ↑ n ↑)n=2,3 − (−p ↑ n ↑ +n ↑ p ↑)n=2,4 + (p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑)n=3,4

}

⊗ 1√
2
[p ↑ n ↑ −n ↑ p ↑]

=
1
24

{−(2)n=1,2 − (2)n=1,3 + (2)n=1,4 − (2)n=2,3 + (2)n=2,4 + (2)n=3,4} (C-2-111)

下についている添え字は、Heの中の何番目の nと終状態の nとの間で内積をとるかを表している。
(C-2-108)～(C-2-111)の全ての項を足し合わせると、一見 0になるように見える。しかし、実際には
簡単に計算出来ない。各式ではカレントが作用する核子が異なるため、空間成分の計算が異なり、添

え字が同じでも同じ値を出すとは限らなくなるためである。よって、単純に足し合わせる事ができず、

一つずつ空間成分を計算する必要がある。

ここで行う空間成分についての計算は、nの波動関数の値が異なるため、前回のものと異なる。よっ
て、一つずつ詳細をおって計算する。

核子 1にカレントが作用する場合

初めに、カレントとして τ−
1 σ1+が作用した場合の振幅をM′

1として、この計算を行う。M′
1につい

て、上の計算からスピンアイソスピン成分で内積をとったものは、以下のように表す事が出来る。

〈d1, n
′
0|τ−

1 σ1+|4He〉 =
1
24

{(2)n=1,2︸ ︷︷ ︸
(Cd3.1)

+(2)n=1,3︸ ︷︷ ︸
(Cd3.2)

+(2)n=1,4︸ ︷︷ ︸
(Cd3.3)

− (2)n=2,3︸ ︷︷ ︸
(Cd3.4)

− (2)n=2,4︸ ︷︷ ︸
(Cd3.5)

− (2)n=3,4︸ ︷︷ ︸
(Cd3.6)

}
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(Cd3.1)～(Cd3.6)の計算 この計算は前回行った計算と同様に行う事が出来る。nの空間成分の波動
関数の第二項の符号が前回と逆になっている事に気をつけると、値は以下のようになることが分かる。

(Cd3.1)～(Cd3.3)

=
√

2gA(2π)3
(

32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
4

δ(q − pn1 − pn2 − pd)

×
[
exp

(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p2
d

8aHe

)
+ exp

(
−4p2

n1 + 4pn1 · pd + 3p2
d

8aHe

)]
(Cd3.4)の計算 この計算については、前回行った場合と異なるため、注意深く行う必要がある。

この計算では、n を 2,3番目の粒子、d を 1,4番目の粒子として扱う。よって、終状態の空間成分は
以下のように表される。

√
2

(ad

π

) 3
4

(exp[−i(pn1r2 + pn2r3)] + exp[−i(pn2r2 + pn1r3)])

exp
[
−ad

2
(r1 − r4)2

]
exp

[
−ipd

(
r1 + r4

2

)]
(C-2-112)

これよりM ′
1 への (Cd3.4)からの寄与は以下のように計算出来る。

(Cd3.4) =
√

2gHe

(
2
a3
He

π3

) 3
4 (ad

π

) 3
4

∫∫∫∫
dr1dr2dr3dr4

× exp
{

iqr1 − aHe(. . . ) −
ad

2
(r1 − r4)2 − ipd

(
r1 + r4

2

)}
× {exp[−i(pn1r2 + pn2r3)] + exp[−i(pn2r2 + pn1r3)]}

この積分をヤコビ座標を用いて実行する。今は二つ目の { }内の一項目についてのみ計算を行う。こ
れは第二項については、pn1 ↔ pn2 と置き換えれば結果が得られるためである。expの中身をあらわ
に表し、ヤコビ座標 (C-2-31)、(C-2-35)を用いて変形を行う。

iqr1 − aHe(· · · ) −
ad

2
(r1 − r4)2 − ipd

(
r1 + r4

2

)
− i(pn1r2 + pn2r3)

これを上で挙げたヤコビ座標を用いて表すと以下のようになる。

= iq

(
s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 −

1
2
s3

)
− aHe(

3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3) −

ad

2
s2
3

− ipd

(
s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2

)
− ipn1

(
s0 +

3
4
s1

)
− ipn2

(
s0 −

1
4
s1 +

2
3
s2

)
この式を変形する。同じヤコビ座標の項をまとめると

= i(q − pn1 − pn2 − pd)s0 +
(
−3

4
aHes

2
1 −

iq

4
s1 +

ipd

4
s1 −

3ipn1

4
s1 +

ipn2

4
s1

)
+

(
−2

3
aHes

2
2 −

iq

3
s2 +

ipd

3
s2 −

2ipn2

3
s2

)
+

(
−aHe + ad

2
s2
3 −

iq

2
s3

)
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となる。次に、この式を平方完成する。途中計算も書き記すと、以下のようになる。

= i(q − pn1 − pn2 − pd)s0

− 3
4
aHe

(
s2
1 −

i

3aHe
(−q + pd − 3pn1 + pn2)s1

)
− 2

3
aHe

(
s2
2 −

i

2aHe
(−q + pd − 2pn2)s2

)
− aHe + ad

2

(
s2
3 +

i

aHe + ad
qs3

)
よって、式は次のようになる。

= i(q − pn1 − pn2 − pd)s0

− 3
4
aHe

(
s1 −

i

6aHe
(−q + pd − 3pn1 + pn2)

)2

− 1
48aHe

(−q + pd − 3pn1 + pn2)
2

− 2
3
aHe

(
s2 −

i

4aHe
(−q + pd − 2pn2)

)2

− 1
24aHe

(−q + pd − 2pn2)2

− aHe + ad

2

(
s3 +

1
2

iq

aHe + ad

)2

− 1
8

q2

aHe + ad

ヤコビ座標で積分を行うと、この項からの寄与は以下になる。

√
2gA

(
2
a3
He

π3

) 3
4 (ad

π

) 3
4

(
4π

3aHe

3π

2aHe

2π

aHe + ad

) 3
2

(2π)3δ(q − pn1 − pn2 − pd)

×
[
exp

{
− (−q + pd − 3pn1 + pn2)2

48aHe
− (−q + pd − 2pn2)2

24aHe
− 1

8
q2

aHe + ad

}]
係数を整理し、δ関数の条件 (q = pn1 + pn2 + pd)を用いて expの中身を変更すると

=
√

2gA(2π)3
(

32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
4

δ(q − pn1 − pn2 − pd)

×
[
exp

(
−3p2

n1 + 2pn1 · pn2 + 3p2
n2

8aHe
− 1

8
q2

aHe + ad

)]
となる。

(C-2-112)の第二項からの寄与は、上で得られた結果について pn1 ↔ pn2 とすれば得られるため、

すぐに結果が同じである事が分かります。よって、(Cd3.4)からの寄与は、以下のようになる。

(Cd3.4) = 2
√

2gA(2π)3
(

32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
4

δ(q − pn1 − pn2 − pd)

×
[
exp

(
−3p2

n1 + 2pn1 · pn2 + 3p2
n2

8aHe
− 1

8
q2

aHe + ad

)]
(Cd3.5)の計算 (Cd3.5)の計算と同じように行う。
この計算では、n を 2,4番目の粒子、d を 1,3番目の粒子として扱う。よって、終状態の空間成分は

以下のように表される。
√

2
(ad

π

) 3
4

(exp[−i(pn1r2 + pn2r4)] + exp[−i(pn2r2 + pn1r4)])

× exp
[
−ad

2
(r1 − r3)2

]
exp

[
−ipd

(
r1 + r3

2

)]
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これよりM′
1 への (Cd3.5)からの寄与は以下のように計算できる。

(Cd3.5) =
√

2gA

(
2
a3
He

π3

) 3
4 (ad

π

) 3
4

∫∫∫∫
dr1dr2dr3dr4

× exp
{

iqr1 − aHe(. . . ) −
ad

2
(r1 − r3)2 − ipd

(
r1 + r3

2

)}
× {exp[−i(pn1r2 + pn2r4)] + exp[−i(pn2r2 + pn1r4)]}

(Cd3.4)と同様に、この積分をヤコビ座標を用いて実行する。ここでは一項目のみを考え、expの中身
をあらわに表す。ヤコビ座標は (C-2-32)、(C-2-36)において、r2 ↔ r3 としたものを用いる。

iqr1 − aHe(· · · ) −
ad

2
(r1 − r3)2 − ipd

(
r1 + r3

2

)
− i(pn1r2 + pn2r4)

これを上で挙げたヤコビ座標を用いて表すと、以下になる。

= iq

(
s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 +

1
2
s3

)
− aHe(

3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3) −

ad

2
s2
3

− ipd

(
s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2

)
− ipn1

(
s0 +

3
4
s1

)
− ipn2

(
s0 −

1
4
s1 +

2
3
s2

)
この式は (Cd3.4)の対応する項と比べると、第一項目括弧内部の最後の項の符号が異なっているだけ
で、ほぼ同じであることが分かる。この符号の反転は積分計算に影響を与えないため、結果は (Cd3,4)
のものと同じになる事が分かる。

(Cd3..6)の計算 最後に (Cd3..6)の計算を行う。
この計算では、n を 3,4番目の粒子、d を 1,2番目の粒子として扱う。よって、終状態の空間成分は

以下のように表される。
√

2
(ad

π

) 3
4

(exp[−i(pn1r3 + pn2r4)] + exp[−i(pn2r3 + pn1r4)])

× exp
[
−ad

2
(r1 − r2)2

]
exp

[
−ipd

(
r1 + r2

2

)]
これよりM′

1 への (Cd3.6)からの寄与は以下のように計算出来る。

((Cd3..6)) =
√

2gA

(
2
a3
He

π3

) 3
4 (ad

π

) 3
4

∫∫∫∫
dr1dr2dr3dr4

× exp
{

iqr1 − aHe(. . . ) −
ad

2
(r1 − r2)2 − ipd

(
r1 + r2

2

)}
× {exp[−i(pn1r3 + pn2r4)] + exp[−i(pn2r3 + pn1r4)]} (C-2-113)

(Cd3.4)と同様に、この積分をヤコビ座標を用いて実行する。一項目のみを考え、expの中身をあらわ
に表す。ヤコビ座標は (C-2-32)、(C-2-36)を用いる。

iqr1 − aHe(· · · ) −
ad

2
(r1 − r2)2 − ipd

(
r1 + r2

2

)
− i(pn1r3 + pn2r4) (C-2-114)

これを上で挙げたヤコビ座標を用いて表すと、以下になる。

= iq

(
s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 +

1
2
s3

)
− aHe(

3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3) −

ad

2
s2
3

− ipd

(
s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2

)
− ipn1

(
s0 +

3
4
s1

)
− ipn2

(
s0 −

1
4
s1 +

2
3
s2

)
(C-2-115)

この式は (Cd3.4)の対応する項と比べると、全く同じになる。よって、寄与も同じになる事が分かる。
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カレントが核子 1に作用する場合 (まとめ) (C-2-108)からの寄与をまとめて表すと、以下で表す事
が出来る。

(C − 2 − 108) =
√

2gA

8
(2π)3

(
32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
4

δ(q − pn1 − pn2 − pd)

×
[
exp

(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p2
d

8aHe

)
+ exp

(
−4p2

n1 + 4pn1 · pd + 3p2
d

8aHe

)
− 2 exp

(
−3p2

n1 + 2pn1 · pn2 + 3p2
n2

8aHe
− 1

8
q2

aHe + ad

) ]
(C-2-116)

A+が作用した場合 カレントが核子 2～4に作用した場合も同様に計算することができ、結果は核子
1に作用した場合と同じになる。よって、カレントとして A+ が作用した場合の振幅は、C-2-70を考
慮して以下のようになる。

〈d1n
′
0|A+|4He〉

= gA(2π)3
(

32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
4

δ(q − pn1 − pn2 − pd)

×
[
exp

(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p2
d

8aHe

)
+ exp

(
−4p2

n1 + 4pn1 · pd + 3p2
d

8aHe

)
− 2 exp

(
−3p2

n1 + 2pn1 · pn2 + 3p2
n2

8aHe
− 1

8
q2

aHe + ad

) ]
≡ gAM′

dnn (C-2-117)

後の便宜のため、この振幅をM′ として定義する。

A−が作用した場合 (終状態の nのスピンが 0)

軸性ベクトルカレントによるスピン・アイソスピン成分の状態変化

始状態のヘリウム原子核に軸性ベクトルカレントA−の要素 τ−
a σa−が作用した際、スピンアイソス

ピンの状態は、以下のように変化する。

τ−
1 σ1−|4He〉 =

1
2
√

6
{nnpn(↓↑↓↓ − ↓↓↓↑) + nnnp(− ↓↑↓↓ + ↓↓↑↓) + npnn(− ↓↓↑↓ + ↓↓↓↑)}

τ−
2 σ2−|4He〉 =

1
2
√

6
{nnpn(− ↑↓↓↓ + ↓↓↓↑) + nnnp(↑↓↓↓ − ↓↓↑↓) + pnnn(↓↓↑↓ − ↓↓↓↑)}

τ−
3 σ3−|4He〉 =

1
2
√

6
{pnnn(↓↓↓↑ − ↓↑↓↓) + npnn(− ↓↓↓↑ + ↑↓↓↓) + nnnp(− ↑↓↓↓ + ↓↑↓↓)}

τ−
4 σ4−|4He〉 =

1
2
√

6
{pnnn(− ↓↓↑↓ + ↓↑↓↓) + npnn(↓↓↑↓ − ↑↓↓↓) + nnpn(↑↓↓↓ − ↓↑↓↓)}

この状態と終状態との内積を取る。終状態は前述したとおり、|d−1, n
′
0〉となる。初めに n 2つの状態と

内積を取った後に d の状態と内積をとると考える。(C-2-107)を考慮すると、以下のように表される。
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〈d−1, n
′
0|τ−

1 σ1−|4He〉

=
1

12
√

2

{
(−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=1,2 − (−n ↓ p ↓ +p ↓ n ↓)n=1,3 + (n ↓ p ↓ −p ↓ n ↓)n=1,4

+(−2n ↓ p ↓)n=2,3 − (2n ↓ p ↓)n=2,4 + (−2n ↓ p ↓)n=3,4

}

⊗ 1√
2
[p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓]

=
1
24

{−(2)n=1,2 − (2)n=1,3 − (2)n=1,4 + (2)n=2,3 + (2)n=2,4 + (2)n=3,4} (C-2-118)

〈d−1, n
′
0|τ−

2 σ2−|4He〉

=
1

12
√

2

{
(−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=1,2 − (2n ↓ p ↓)n=1,3 + (−2n ↓ p ↓)n=1,4

+(n ↓ p ↓ −p ↓ n ↓)n=2,3 − (−n ↓ p ↓ +p ↓ n ↓)n=2,4 + (2p ↓ n ↓)n=3,4

}

⊗ 1√
2
[p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓]

=
1
24

{−(2)n=1,2 + (2)n=1,3 + (2)n=1,4 − (2)n=2,3 − (2)n=2,4 + (2)n=3,4} (C-2-119)

〈d−1, n
′
0|τ−

3 σ3−|4He〉

=
1

12
√

2

{
(−2n ↓ p ↓)n=1,2 − (p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓)n=1,3 + (2p ↓ n ↓)n=1,4

+(−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=2,3 − (−2p ↓ n ↓)n=2,4 + (−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=3,4

}

⊗ 1√
2
[p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓]

=
1
24

{(2)n=1,2 − (2)n=1,3 + (2)n=1,4 − (2)n=2,3 + (2)n=2,4 − (2)n=3,4} (C-2-120)

〈d−1, n
′
0|τ−

4 σ4−|4He〉

=
1

12
√

2

{
(2p ↓ n ↓)n=1,2 − (−2p ↓ n ↓)n=1,3 + (−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=1,4

+(2p ↓ n ↓)n=2,3 − (p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓)n=2,4 + (−p ↓ n ↓ +n ↓ p ↓)n=3,4

}

⊗ 1√
2
[p ↓ n ↓ −n ↓ p ↓]

=
1
24

{(2)n=1,2 + (2)n=1,3 − (2)n=1,4 + (2)n=2,3 − (2)n=2,4 − (2)n=3,4} (C-2-121)

この結果は、A+ が作用した場合の計算結果の全ての項で符号の反転したものである事がわかる。空

間成分の計算は A+ のものと同じである事から、振幅の値は A+ のものと符号が異なるだけで、他は

同じになる。よって、

〈d−1n
′
0|A−|4He〉 = −

√
2gAM′

dnn (C-2-122)

となる。
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Azが作用した場合 (終状態の nのスピンが 0)

軸性ベクトルカレントによるスピン・アイソスピン成分の状態変化

始状態のヘリウム原子核に軸性ベクトルカレントとして Az が作用した場合、スピンアイソスピン

の状態は以下のように変化する。

τ−
1 σ1z|4He〉 =

1
2
√

6


nnpn(↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓)
+nnnp(− ↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ − ↓↑↓↑)
+npnn(− ↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓ + ↓↑↓↑)


τ−
2 σ2z|4He〉 =

1
2
√

6


nnpn(− ↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑)
+nnnp(↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓)
+pnnn(↑↓↑↓ − ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑)


τ−
3 σ3z|4He〉 =

1
2
√

6


pnnn(− ↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ + ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓)
+npnn(↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ + ↑↓↑↓ − ↓↑↓↑)
+nnnp(− ↑↓↑↓ − ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓ + ↓↑↓↑)


τ−
4 σ4z|4He〉 =

1
2
√

6


pnnn(↑↑↓↓ − ↓↓↑↑ − ↑↓↑↓ + ↓↑↓↑)
+npnn(− ↑↑↓↓ + ↓↓↑↑ − ↑↓↓↑ + ↓↑↑↓)
+nnpn(↑↓↑↓ + ↑↓↓↑ − ↓↑↑↓ − ↓↑↓↑)


この状態と終状態との内積をとる。終状態は前述したとおり、|d0, n

′
0〉となる。初めに n 2つの状態と

内積を取った後に d の状態と内積をとると考える。(C-2-107)を考慮すると、以下のように表される。
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〈d0, n
′
0|τ−

1 σ1z|4He〉

=
1

12
√

2



(−p ↓ n ↑ −p ↑ n ↓ +n ↑ p ↓ +n ↓ p ↑)n=1,2

+(n ↑ p ↓ +n ↓ p ↑ −p ↓ n ↑ −p ↑ n ↓)n=1,3

+(n ↑ p ↓ +n ↓ p ↑ −p ↓ n ↑ −p ↑ n ↓)n=1,4

+(−2n ↑ p ↓ −2n ↓ p ↑)2,3

−(2n ↑ p ↓ +2n ↓ p ↑)n=2,4

+(−2n ↑ p ↓ −2n ↓ p ↑)n=3,4


⊗ 1

2
[p ↑ n ↓ −n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑]

=
1

24
√

2
{−(4)n=1,2 − (4)n=1,3 − (4)n=1,4 + (4)n=2,3 + (4)n=2,4 + (4)n=3,4} (C-2-123)

〈d0, n
′
0|τ−

2 σ2z|4He〉

=
1

12
√

2



(−p ↑ n ↓ −p ↓ n ↑ +n ↓ p ↑ +n ↑ p ↓)n=1,2

−(2n ↑ p ↓ +2n ↓ p ↑)n=1,3

+(−2n ↑ p ↓ −2n ↓ p ↑)n=1,4

+(n ↑ p ↓ +n ↓ p ↑ −p ↑ n ↓ −p ↓ n ↑)n=2,3

−(−n ↑ p ↓ −n ↓ p ↑ +p ↑ n ↓ +p ↓ n ↑)n=2,4

+(2p ↑ n ↓ +2p ↓ n ↑)n=3,4


⊗ 1

2
[p ↑ n ↓ −n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑]

=
1

24
√

2
{−(4)n=1,2 + (4)n=1,3 + (4)n=1,4 − (4)n=2,3 − (4)n=2,4 + (4)n=3,4} (C-2-124)

〈d0, n
′
0|τ−

3 σ3z|4He〉

=
1

12
√

2



(−2n ↑ p ↓ −2n ↓ p ↑)n=1,2

−(p ↑ n ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑ −n ↑ p ↓)n=1,3

+(2p ↑ n ↓ +2p ↓ n ↑)n=1,4

+(−p ↑ n ↓ −p ↓ n ↑ +n ↑ p ↓ +n ↓ p ↑)n=2,3

−(−2p ↑ n ↓ −2p ↓ n ↑)n=2,4

+(−p ↑ n ↓ −p ↓ n ↑ +n ↑ p ↓ +n ↓ p ↑)n=3,4


⊗ 1

2
[p ↑ n ↓ −n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑]

=
1

24
√

2
{(4)n=1,2 − (4)n=1,3 + (4)n=1,4 − (4)n=2,3 + (4)n=2,4 − (4)n=3,4} (C-2-125)

〈d0, n
′
0|τ−

4 σ4z|4He〉

=
1

12
√

2



(2p ↑ n ↓ +2p ↓ n ↑)n=1,2

−(−2p ↑ n ↓ −2p ↓ n ↑)n=1,3

+(−p ↑ n ↓ −p ↓ n ↑ +n ↓ p ↑ +n ↑ p ↓)n=1,4

+(2p ↑ n ↓ +2p ↓ n ↑)n=2,3

−(p ↑ n ↓ +p ↓ n ↑ −n ↑ p ↓ −n ↓ p ↑)n=2,4

−(p ↑ n ↓ +p ↓ n ↑ −n ↑ p ↓ −n ↓ p ↑)n=3,4


⊗ 1

2
[p ↑ n ↓ −n ↑ p ↓ +p ↓ n ↑ −n ↓ p ↑]

=
1

24
√

2
{(4)n=1,2 + (4)n=1,3 − (4)n=1,4 + (4)n=2,3 − (4)n=2,4 − (4)n=3,4} (C-2-126)
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この結果は、A+が作用した場合の計算結果の全ての項で符号の反転したものである事がわかる。空
間成分の計算は A+のものと同じである事から、振幅の値は A+のものと符号が異なるだけで、他は
同じになる。よって、

〈d0n
′
0|Az|4He〉 = −

√
2gAM′

dnn (C-2-127)

となる。

まとめ

以上の結果をまとめて以下で表す。

〈dn|V 0|4He〉 =
√

3Mdnn (C-2-128)

〈dn|gAA+|4He〉 = −
√

2gAMdnn (C-2-129)

〈dn|gAA−|4He〉 =
√

2gAMdnn (C-2-130)

〈dn|gAAz|4He〉 =
√

2gAMdnn (C-2-131)

〈dn′|gAA+|4He〉 =
√

2gAM′
dnn (C-2-132)

〈dn′|gAA−|4He〉 = −
√

2gAM′
dnn (C-2-133)

〈dn′|gAAz|4He〉 = −
√

2gAM′
dnn (C-2-134)

計算結果は終状態の nのスピンが 0か 1かで異なった形で表される。この式では n′が nのスピンが 0
の終状態を表している。ここで、MとM′ は以下で定義される。

Mdnn =
(

32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
4

×
[
exp

(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p2
d

8aHe

)
− exp

(
−4p2

n1 + 4pn1 · pd + 3p2
d

8aHe

)]
(C-2-135)

M′
dnn =

1√
2

(
32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
4

×
[
exp

(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p2
d

8aHe

)
+ exp

(
−4p2

n1 + 4pn1 · pd + 3p2
d

8aHe

)
− 2 exp

(
−3p2

n1 + 2pn1 · pn2 + 3p2
n2

8aHe
− 1

8
p2

aHe + ad

) ]
(C-2-136)

C.2.5 (τ̃ 4He) → χ̃0
1 + ντ + p + n + n + nの hadronic part

次に、 (3-3-3)の hadronic partの計算を行う。ここでは初めに、終状態がどのように表されるかを
スレーター行列式を用いて記述する。

ここでは終状態として、ベクトルカレントが作用する場合は Iz = −1, Sz = 0、軸性ベクトルカレン
トが作用する場合は Iz = −1, Sz = −1, 0, 1となるものを考え、粒子の入れ替えに対して反対称の状態
を形成し、振幅の計算を行う事にする。
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Sz = 0の状態

スレーター行列を用いて Sz = 0の状態を形成する。まず初めに、陽子のスピンがダウンの状態を形
成すると、次のように表される。

|nnn ↑ p ↓〉 =
1√
4!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(1) ↑1 ϕ2(1) ↑1 ϕ3(1) ↓1 ϕ4(1) ↓′1
ϕ1(2) ↑2 ϕ2(2) ↑2 ϕ3(2) ↓2 ϕ4(2) ↓′2
ϕ1(3) ↑3 ϕ2(3) ↑3 ϕ3(3) ↓3 ϕ4(3) ↓′3
ϕ1(4) ↑4 ϕ2(4) ↑4 ϕ3(4) ↓4 ϕ4(4) ↓′4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(C-2-137)

=
1

2
√

6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(11) ↑1 (21) ↑1 (31) ↓1 (41) ↓′1
(12) ↑2 (22) ↑2 (32) ↓2 (42) ↓′2
(13) ↑3 (23) ↑3 (33) ↓3 (43) ↓′3
(14) ↑4 (24) ↑4 (34) ↓4 (44) ↓′4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(C-2-138)

ここで ϕは粒子の波動関数の空間成分を表しており、()内の数字と矢印の添え字は粒子に付けた番号
を表している。今、粒子の波動関数の空間成分は平面波で表されるため、(C-2-138)中の ( ) の定義は
(ij) ≡ exp(ipi · rj)となる。

(C-2-138)の式を余因子を用いて展開すると次のようになる。

|nnn ↑ p ↓〉 =
1

2
√

6



+(11) ↑1

∣∣∣∣∣∣∣
(22) ↑2 (32) ↓2 (42) ↓′2
(23) ↑3 (33) ↓3 (43) ↓′3
(24) ↑4 (34) ↓4 (44) ↓′4

∣∣∣∣∣∣∣ − (21) ↑1

∣∣∣∣∣∣∣
(12) ↑2 (32) ↓2 (42) ↓′2
(13) ↑3 (33) ↓3 (43) ↓′3
(14) ↑4 (34) ↓4 (44) ↓′4

∣∣∣∣∣∣∣
+(31) ↓1

∣∣∣∣∣∣∣
(12) ↑2 (22) ↑2 (42) ↓′2
(13) ↑3 (23) ↑3 (43) ↓′3
(14) ↑4 (24) ↑4 (44) ↓′4

∣∣∣∣∣∣∣ − (41) ↓′1

∣∣∣∣∣∣∣
(12) ↑2 (22) ↑2 (32) ↓2

(13) ↑3 (23) ↑3 (33) ↓3

(14) ↑4 (24) ↑4 (34) ↓4

∣∣∣∣∣∣∣


さらに展開すると次が得られる。

=
1

2
√

6



+(11) ↑1

{
↑↓↓′ (234)+ ↓↓′↑ (342)+ ↓′↑↓ (423)
− ↑↓′↓ (243)− ↓↑↓′ (324)− ↓′↓↑ (432)

}

−(21) ↑1

{
↑↓↓′ (134)+ ↓↓′↑ (341)+ ↓′↑↓ (413)
− ↑↓′↓ (143)− ↓↑↓′ (314)− ↓′↓↑ (431)

}

+(31) ↓1

{
↑↑↓′ (124)+ ↑↓′↑ (241)+ ↓′↑↑ (412)
− ↑↓′↑ (142)− ↑↑↓′ (214)− ↓′↑↑ (421)

}

−(41) ↓′1

{
↑↑↓ (123)+ ↑↓↑ (231)+ ↓↑↑ (312)
− ↑↓↑ (132)− ↑↑↓ (213)− ↓↑↑ (321)

}


ここで、数字が 2つある ( )は前述した定義のものを表している。対して小さい { } 中の数字が 3つ
ある ( )は次で定義される。

(ijk) ≡ exp[i(pi · r2 + pj · r3 + pk · r4)]
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さらに展開すると、次のように表される。

|nnn ↑ p ↓〉 =
1

2
√

6



+ ↑↑↓↓′ (1234)+ ↑↓↓′↑ (1342)+ ↑↓′↑↓ (1423)

− ↑↑↓′↓ (1243)− ↑↓↑↓′ (1324)− ↑↓′↓↑ (1432)

− ↑↑↓↓′ (2134)− ↑↓↓′↑ (2341)− ↑↓′↑↓ (2413)

+ ↑↑↓′↓ (2143)+ ↑↓↑↓′ (2314)+ ↑↓′↓↑ (2431)

+ ↓↑↑↓′ (3124)+ ↓↑↓′↑ (3241)+ ↓↓′↑↑ (3412)

− ↓↑↓′↑ (3142)− ↓↑↑↓′ (3214)− ↓↓′↑↑ (3421)

− ↓′↑↑↓ (4123)− ↓′↑↓↑ (4231)− ↓′↓↑↑ (4312)

+ ↓′↑↓↑ (4132)+ ↓′↑↑↓ (4213)+ ↓′↓↑↑ (4321)


この式において、(ijkl)は次のように定義されている。

(ijkl) ≡ exp[i(pi · r1 + pj · r2 + pk · r3 + pl · r4)]

さらにスピンアイソスピン成分でまとめると、次のようになる。

|nnn ↑ p ↓〉 =
1

2
√

6



+ ↑↑↓↓′ ((1234) − (2134))+ ↑↓↓′↑ ((1342) − (2341))

+ ↑↓′↑↓ ((1423) − (2413))+ ↑↑↓′↓ ((2143) − (1243))

+ ↑↓↑↓′ ((2314) − (1324))+ ↑↓′↓↑ ((2431) − (1432))

+ ↓↑↑↓′ ((3124) − (3214))+ ↓↑↓′↑ ((3241) − (3142))

+ ↓↓′↑↑ ((3412) − (3421))+ ↓′↑↓↑ ((4132) − (4231))

+ ↓′↓↑↑ ((4213) − (4123))+ ↓′↓↑↑ ((4321) − (4312))


(C-2-139)

次に、陽子のスピンがアップの状態を表すと、次のようになる。

|nnn ↓ p ↑〉 =
1√
4!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(1) ↓1 ϕ2(1) ↓1 ϕ3(1) ↑1 ϕ4(1) ↑′1
ϕ1(2) ↓2 ϕ2(2) ↓2 ϕ3(2) ↑2 ϕ4(2) ↑′2
ϕ1(3) ↓3 ϕ2(3) ↓3 ϕ3(3) ↑3 ϕ4(3) ↑′3
ϕ1(4) ↓4 ϕ2(4) ↓4 ϕ3(4) ↑4 ϕ4(4) ↑′4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(C-2-140)

これは陽子のスピンがダウンの状態に対して、全てのスピンを逆転した形となっている。よって、こ

の状態は次で表される。

|nnn ↓ p ↑〉 =
1

2
√

6



+ ↓↓↑↑′ ((1234) − (2134))+ ↓↑↑′↓ ((1342) − (2341))

+ ↓↑′↓↑ ((1423) − (2413))+ ↓↓↑′↑ ((2143) − (1243))

+ ↓↑↓↑′ ((2314) − (1324))+ ↓↑′↑↓ ((2431) − (1432))

+ ↑↓↓↑′ ((3124) − (3214))+ ↑↓↑′↓ ((3241) − (3142))

+ ↑↑′↓↓ ((3412) − (3421))+ ↑′↓↑↓ ((4132) − (4231))

+ ↑′↑↓↓ ((4213) − (4123))+ ↑′↑↓↓ ((4321) − (4312))


(C-2-141)
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Sz = 0の状態は |nnnp(0, +1/2)〉と |nnnp(0,−1/2)〉の状態を足し合わせる事で表される。規格化定
数をつけて表すと、以下になる。

|nnnp(0)〉 =
1√
2

(|nnn ↑ p ↓〉 + |nnn ↓ p ↑〉) (C-2-142)

Sz = +1

次に軸性ベクトルカレントが作用した場合の終状態を考える。初めに A+ が作用した場合の状態を

考えると、次のようになる。

|nnnp(+1)〉 =
1

2
√

6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(1) ↑1 ϕ2(1) ↑1 ϕ3(1) ↓1 ϕ4(1) ↑′1
ϕ1(2) ↑2 ϕ2(2) ↑2 ϕ3(2) ↓2 ϕ4(2) ↑′2
ϕ1(3) ↑3 ϕ2(3) ↑3 ϕ3(3) ↓3 ϕ4(3) ↑′3
ϕ1(4) ↑4 ϕ2(4) ↑4 ϕ3(4) ↓4 ϕ4(4) ↑′4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(C-2-143)

この状態は (C-2-137)の状態の陽子のスピンを逆転した状態であるので、(C-2-139)を参考にして次の
ように表される。

|nnnp(+1)〉 =
1

2
√

6



+ ↑↑↓↑′ ((1234) − (2134))+ ↑↓↑′↑ ((1342) − (2341))

+ ↑↑′↑↓ ((1423) − (2413))+ ↑↑↑′↓ ((2143) − (1243))

+ ↑↓↑↑′ ((2314) − (1324))+ ↑↑′↓↑ ((2431) − (1432))

+ ↓↑↑↑′ ((3124) − (3214))+ ↓↑↑′↑ ((3241) − (3142))

+ ↓↑′↑↑ ((3412) − (3421))+ ↑′↑↓↑ ((4132) − (4231))

+ ↑′↓↑↑ ((4213) − (4123))+ ↑′↓↑↑ ((4321) − (4312))


(C-2-144)

Sz = −1

次に A− が作用した場合の状態を考えると、次のようになる。

|nnnp(−1)〉 =
1√
4!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(1) ↓1 ϕ2(1) ↓1 ϕ3(1) ↑1 ϕ4(1) ↓′1
ϕ1(2) ↓2 ϕ2(2) ↓2 ϕ3(2) ↑2 ϕ4(2) ↓′2
ϕ1(3) ↓3 ϕ2(3) ↓3 ϕ3(3) ↑3 ϕ4(3) ↓′3
ϕ1(4) ↓4 ϕ2(4) ↓4 ϕ3(4) ↑4 ϕ4(4) ↓′4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(C-2-145)

この状態は (C-2-140)の状態の陽子のスピンを逆転した状態であるので、(C-2-141)を参考にして次の
ように表される。

|nnn ↑ p ↓〉 =
1

2
√

6



+ ↓↓↑↓′ ((1234) − (2134))+ ↓↑↓′↓ ((1342) − (2341))

+ ↓↓′↓↑ ((1423) − (2413))+ ↓↓↓′↑ ((2143) − (1243))

+ ↓↑↓↓′ ((2314) − (1324))+ ↓↓′↑↓ ((2431) − (1432))

+ ↑↓↓↓′ ((3124) − (3214))+ ↑↓↓′↓ ((3241) − (3142))

+ ↑↓′↓↓ ((3412) − (3421))+ ↓′↓↑↓ ((4132) − (4231))

+ ↓′↑↓↓ ((4213) − (4123))+ ↓′↑↓↓ ((4321) − (4312))


(C-2-146)
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振幅計算

次に、上記した状態を用いて振幅の計算を行う。初めに、ベクトルカレントが作用した場合を考え

ると、始状態と終状態の内積は次のようになる。

〈nnn ↑ p ↓ |V0|He〉

=〈nnn ↓ p ↑ |V0|He〉

=
1
24



+(− 1© + 2©)((1234) − (2134)) + (− 1© + 4©)((1342) − (2341))

+(− 1© + 3©)((1423) − (2413)) + (− 2© + 1©)((2143) − (1243))

+(− 3© + 1©)((2314) − (1324)) + (− 4© + 1©)((2431) − (1432))

+(− 2© + 3©)((3124) − (3214)) + (− 4© + 2©)((3241) − (3142))

+(− 3© + 4©)((3412) − (3421)) + (− 2© + 4©)((4132) − (4231))

+(− 3© + 2©)((4213) − (4123)) + (− 4© + 3©)((4321) − (4312))


(C-2-147)

一項目の位置座標を (1234)とラベル付けした場合、二項目以降は次のように表される。

〈nnn ↑ p ↓ |V0|He〉

=〈nnn ↓ p ↑ |V0|He〉

=
1
24



+(− 1© + 2©)(1234) + (− 1© + 4©)(1423)

+(− 1© + 3©)(1342) + (− 2© + 1©)(2143)

+(− 3© + 1©)(3124) + (− 4© + 1©)(1423)

+(− 2© + 3©)(2314) + (− 4© + 2©)(4213)

+(− 3© + 4©)(3412) + (− 2© + 4©)(2431)

+(− 3© + 2©)(3241) + (− 4© + 3©)(4321)


(C-2-148)

となる。ここでは 1©(1234)の計算を行う。

1©(1234) (1234)は終状態の空間成分の波動関数を表しており、以下の形で表される。

exp(−i(p1r1 + p2r2 + p3r3 + p4r4))

また、始状態の 4Heの波動関数の空間成分は以下で与えられている。(
2
a3
He

π3

) 3
4

exp
{
−aHe

(
3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)}
さらに 1©はカレントが 1番目の粒子に作用した事を表している。以上から、この部分からの振幅への
寄与は以下のように計算される。(

2
a3
He

π3

) 3
4

∫∫∫∫
dr1dr2dr3dr4 × exp (iqr1 − a(· · · ) − i(p1r1 + p2r2 + p3r3 + p4r4))

ここでは expの肩を計算する。

iqr1 − aHe

(
3
4
s2
1 +

2
3
s2
2 +

1
2
s2
3

)
− i(p1r1 + p2r2 + p3r3 + p4r4)
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ヤコビ座標を用いると、次のように表す事が出来る。

i(q − p1)
(

s0 +
3
4
s1

)
− aHe(· · · ) − ip2

(
s0 −

1
4
s1 +

2
3
s2

)
− ip3

(
s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 +

1
2
s3

)
− ip4

(
s0 −

1
4
s1 −

1
3
s2 −

1
2
s3

)
= i(q − p1 − p2 − p3 − p4)s0

+
(
−3

4
aHes

2
1 +

3
4
i (q − p1) s1 +

i

4
(p2 + p3 + p4)

)
+

(
−2

3
aHes

2
2 −

2
3
ip2s2 +

i

3
p3s2 +

i

3
p4s2

)
+

(
−1

2
aHes

2
3 −

i

2
p3s3 +

i

2
p4s3

)
s0 の積分から生じるデルタ関数の条件を用いると、次のように変形できる。

= i(q − p1 − p2 − p3 − p4)s0

+
(
−3

4
aHes

2
1 + i(p2 + p3 + p4)s1

)
− 2

3
aHe

(
s2
2 −

3
2aHe

(
−2

3
i

(
p2 −

1
2
p3 −

1
2
p4

)
s2

))
− 1

2
aHe

(
s2
3 −

2
aHe

(
− i

2
(p3 − p4)s3

))
= i(q − p1 − p2 − p3 − p4)s0

− 3
4
aHe

(
s2
1 −

4i

3aHe
(p2 + p3 + p4)s1

)
− 2

3
aHe

(
s2
2 +

i

aHe

(
p2 −

p3 + p4

2

)
s2

)
− 1

2
aHe

(
s2
3 +

i

aHe
(p3 − p4)s3

)
= i(q − p1 − p2 − p3 − p4)s0

− 3
4
aHe

(
s1 −

2i

3aHe
(p2 + p3 + p4)

)2

− 1
3aHe

(p2 + p3 + p4)2

− 2
3
aHe

(
s2 +

i

2aHe

(
p2 −

p3 + p4

2

))2

− 1
6aHe

(
p2 −

p3 + p4

2

)2

− aHe

2

(
s3 +

i

2aHe
(p3 − p4)

)2

− 1
8aHe

(p3 − p4)2

これより s1, s2, s3について積分を実行する事が出来る。この積分を行うことで生じる係数と始状態の

波動関数の空間成分の係数とを掛け合わせると、次のようになる。(
2
a3
He

π3

) 3
4

×
(

4π

3aHe

) 3
2

×
(

3π

2aHe

) 3
2

×
(

2π

aHe

) 3
2

=
(

32π3

a3
He

) 3
4
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また、expの型として残る部分を計算すると、次のようになる。

− 1
3aHe

(p2 + p3 + p4)2 −
1

6aHe

(
p2 −

p3 + p4

2

)2

− 1
8aHe

(p3 − p4)2

= · · ·

= −p2
2 + p2

3 + p2
4 + p2 · p3 + p3 · p4 + p4 · p2

2aHe
(C-2-149)

これよりカレントが粒子 1に当たった場合の振幅への寄与は、次のようになる。(
32π3

a3
He

) 3
4

× exp
(
−p2

2 + p2
3 + p2

4 + p2 · p3 + p3 · p4 + p4 · p2

2aHe

)
≡ M(2, 3, 4) (C-2-150)

この寄与に対して、次の関係式が成り立つ。

− 1©(1234) = 2©(1234) = −M(2, 3, 4) + M(1, 3, 4) ≡ Mpnnn (C-2-151)

位置座標の置換から、二項目以降の寄与も同様に計算できる事は明らかであるため、結果は次のよう

になる。

〈nnnp(0)|V0|He〉 =
1√
2
(〈nnn ↑ p ↓ |V0|He〉 + 〈nnn ↓ p ↑ |V0|He〉)

=
√

2Mpnnn (C-2-152)

次に軸性ベクトルカレントが作用した場合の計算を行う。カレントとして A+ が作用した場合の内

積計算を行うと、次のようになる。

〈nnnp(+1)|A+|He〉 =
1
24



+( 1©− 2©)((1234) − (2134)) + ( 1©− 4©)((1342) − (2341))

+( 1©− 3©)((1423) − (2413)) + ( 2©− 1©)((2143) − (1243))

+( 3©− 1©)((2314) − (1324)) + ( 4©− 1©)((2431) − (1432))

+( 2©− 3©)((3124) − (3214)) + ( 4©− 2©)((3241) − (3142))

+( 3©− 4©)((3412) − (3421)) + ( 2©− 4©)((4132) − (4231))

+( 3©− 2©)((4213) − (4123)) + ( 4©− 3©)((4321) − (4312))


(C-2-153)

これはベクトルカレントが作用した場合の計算について、符号が逆転したものである。よって、結果

は以下となる。

〈nnnp(+1)|A+|He〉 = −
√

2Mpnnn (C-2-154)
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次にカレントとして A− が作用した場合の内積計算を行うと、次のようになる。

〈nnnp(−1)|A−|He〉 =
1
24



+(− 1© + 2©)((1234) − (2134)) + (− 1© + 4©)((1342) − (2341))

+(− 1© + 3©)((1423) − (2413)) + (− 2© + 1©)((2143) − (1243))

+(− 3© + 1©)((2314) − (1324)) + (− 4© + 1©)((2431) − (1432))

+(− 2© + 3©)((3124) − (3214)) + (− 4© + 2©)((3241) − (3142))

+(− 3© + 4©)((3412) − (3421)) + (− 2© + 4©)((4132) − (4231))

+(− 3© + 2©)((4213) − (4123)) + (− 4© + 3©)((4321) − (4312))


(C-2-155)

よって、結果は次のように表される。

〈nnnp(−1)|A−|He〉 =
√

2Mpnnn (C-2-156)

最後に、カレントとして Az が作用した場合の内積計算を行う。これを考える前に、このカレント

が作用した時に、終状態がどのように表されるかを考える。今までの計算の式を用いると、次のよう

になる。

|nnnp(1, 0)〉 =
1√
2
(|nnn ↑ p ↓〉 − |nnn ↓ p ↑〉)

これは |nnnp(0)〉の式に比べて、二項目の部号が逆になっているものであり、|nnnp(0)〉と直交して
いる。

このように状態をとった時、内積計算は次のようになる。

〈nnn ↑ p ↓ |Az|He〉

= −〈nnn ↓ p ↑ |Az|He〉

=
1
24



+(− 1© + 2©)((1234) − (2134)) + (− 1© + 4©)((1342) − (2341))

+(− 1© + 3©)((1423) − (2413)) + (− 2© + 1©)((2143) − (1243))

+(− 3© + 1©)((2314) − (1324)) + (− 4© + 1©)((2431) − (1432))

+(− 2© + 3©)((3124) − (3214)) + (− 4© + 2©)((3241) − (3142))

+(− 3© + 4©)((3412) − (3421)) + (− 2© + 4©)((4132) − (4231))

+(− 3© + 2©)((4213) − (4123)) + (− 4© + 3©)((4321) − (4312))


(C-2-157)

故に、振幅計算の結果は次のようになる。

〈nnnp(1, 0)|Az|He〉 =
√

2Mpnnn (C-2-158)

以上の計算をまとめて記すと、次のようになる。

〈nnnp|V0|He〉 =
√

2Mpnnn (C-2-159)

〈nnnp|gAA+|He〉 = −
√

2gAMpnnn (C-2-160)

〈nnnp|gAA−|He〉 =
√

2gAMpnnn (C-2-161)

〈nnnp|gAAz|He〉 =
√

2gAMpnnn (C-2-162)

ここでMを以下で定義した。

Mpnnn ≡ −M(2, 3, 4) + M(1, 3, 4) (C-2-163)
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C.3 反応振幅計算-全体-

C.3.1 (τ̃ 4He) → χ̃0
1 + ντ + t + nの反応振幅計算

以上の計算を用いて、反応 (3-3-1)の反応振幅を計算する。求めたい振幅は (3-3-8)より、以下のよ
うになる。

|M((τ̃4He) → χ̃0
1ντ tn)| = 〈tn|Jµ|4He〉︸ ︷︷ ︸

Hµ
tn

〈χ̃0
1ντ |jµ|τ̃〉︸ ︷︷ ︸

λµ

(C-3-1)

ここで λµは leptonic partの計算にて表した量である。Hµ
tnは (C-2-78)～(C-2-81)で表した量である。

これらは各々の定義から、以下となる。

λ± =
1√
2
(λ1 ± iλ2) H±

tn =
1√
2
(H1

tn ± iH2
tn)

λ1 =
1√
2
(λ+ + λ− ) H1

tn =
1√
2
(H+

tn + H−
tn)

λ2 = − i√
2
(λ+ − λ−) H2

tn = − i√
2
(H+

tn − H−
tn)

(C-3-2)

よって

M((τ̃4He) → χ̃0
1ντ tn) = λµHµ

tn

= λ0H0
tn + λ1H1

tn + λ2H2
tn + λ3H3

tn

= λ0H0
tn +

1
2
(λ+ + λ−)(H+

tn + H−
tn) − 1

2
(λ+ − λ−)(H+

tn − H−
tn) + λzHz

tn

= λ0H0
tn + λ−H+

tn + λ+H−
tn + λzHz

tn (C-3-3)

この式において、hadronic partの振幅の二乗は異なる終状態で和をとるので、以下のように表される。

|H0
tn|2 = 2M2

tn (C-3-4)

|H+
tn|2 = 2g2

AM2
tn (C-3-5)

|H−
tn|2 = 2g2

AM2
tn (C-3-6)

|Hz
tn|2 = 2g2

AM2
tn (C-3-7)

ゆえに、反応振幅の二乗は以下で表される。

|M((τ̃4He) → χ̃0
1ντ tn)|2 = |λ0|2|H0

tn|2 + |λ−|2|H+
tn|2 + |λ+|2|H−

tn|2 + |λz|2|Hz
tn|2 (C-3-8)

この式を表すにあたって、leptonic part で行った計算から λµλ∗
ν の必要な部分のみを残した。また

(C-1-19)～(C-1-23)の式において、pνz が寄与する部分である (C-1-20)は、断面積計算の終状態運動
量積分で消えるとして落とした。この式を、(C-1-19)～(C-1-23)、(C-2-78)～(C-2-81)を用いて具体的
に表すと、以下のようになる。

|M((τ̃4He) → χ̃0
1ντ tn)|2 =

8mχ̃0
1
G2

F|gR|2

m2
τ

M2
tn(1 + 3gA)Eν (C-3-9)
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C.3.2 (τ̃ 4He) → χ̃0
1 + ντ + d + n + nの反応振幅計算

次に反応 (3-3-2)の反応振幅を計算する。計算の方法は (3-3-1)のものと同じである。求めたい振幅
は (3-3-12)より以下となる。

|M((τ̃4He) → χ̃0
1ντdnn)| = 〈dnn|Jµ|4He〉︸ ︷︷ ︸

Hµ
dnn

〈χ̃0
1ντ |jµ|τ̃〉︸ ︷︷ ︸

λµ

(C-3-10)

この式において、Hµ
dnn は (C-2-128)～(C-2-134)で表した量である。反応振幅の二乗は C.3.1と同じ

く、以下のようになる。

|M((τ̃4He) → χ̃0
1ντdnn)|2 = |λ0|2|H0

dnn|2 + |λ−|2|H+
dnn|

2 + |λ+|2|H−
dnn|

2 + |λz|2|Hz
dnn|2 (C-3-11)

この式において、hadronic partの振幅の二乗は異なる終状態で和をとるので、以下のように表される。

|H0
dnn|2 = 3M2

dnn (C-3-12)

|H+
dnn|

2 = 2g2
A(M2

dnn + M′2
dnn) (C-3-13)

|H−
dnn|

2 = 2g2
A(M2

dnn + M′2
dnn) (C-3-14)

|Hz
dnn|2 = 2g2

A(M2
dnn + M′2

dnn) (C-3-15)

以上を用いると、反応振幅の二乗は以下で表される。

|M((τ̃4He) → χ̃0
1ντdnn)|2 =

12mχ̃0
1
G2

F|gR|2

m2
τ

(
(1 + 2g2

A)M2
dnn + 2g2

AM′2
dnn

)
Eν (C-3-16)

C.3.3 (τ̃ 4He) → χ̃0
1 + ντ + p + n + n + nの反応振幅計算

以上の計算を用いて、反応 (3-3-3)の反応振幅を計算する。求めたい振幅は (3-3-15)より、以下のよ
うになる。

|M((τ̃4He) → χ̃0
1ντpnnn)| = 〈pnnn|Jµ|4He〉︸ ︷︷ ︸

Hµ
pnnn

〈χ̃0
1ντ |jµ|τ̃〉︸ ︷︷ ︸

λµ

(C-3-17)

ここで λµは leptonic partの計算にて表した量である。Hµ
tnは (C-3-19)～(C-3-22)で表した量である。

反応振幅の二乗は C.3.1と同じく、以下のようになる。

|M((τ̃4He) → χ̃0
1ντpnnn)|2 = |λ0|2|H0

pnnn|2+|λ−|2|H+
pnnn|2+|λ+|2|H−

pnnn|2+|λz|2|Hz
pnnn|2 (C-3-18)

この式において、hadronic partの振幅の二乗は異なる終状態で和をとるので、以下のように表される。

|H0
pnnn|2 = 2M2

pnnn (C-3-19)

|H+
pnnn|2 = 2g2

AM2
pnnn (C-3-20)

|H−
pnnn|2 = 2g2

AM2
pnnn (C-3-21)

|Hz
pnnn|2 = 2g2

AM2
pnnn (C-3-22)

以上を用いると、反応振幅の二乗は以下で表される。

|M((τ̃4He) → χ̃0
1ντpnnn)|2 =

8mχ̃0
1
G2

F|gR|2

m2
τ

M2
pnnn(1 + 3gA)Eν (C-3-23)
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C.4 反応断面積計算

C.4.1 (τ̃ 4He) → χ̃0
1 + ντ + t + nの反応断面積計算

以上計算してきた事から、各々の反応 (3-3-1)の反応断面積を計算する。この反応の反応断面積は
(3-3-7)より、以下で表される。

(σv)tn ≡ σv((τ̃4He) → χ̃0
1 + ντ + t + n)

=
1

2Eτ̃

∫
d3pν

(2π)32Eν

d3pχ̃0
1

(2π)32Eχ̃0
1

d3pn

(2π)3
d3pt

(2π)3

× |M((τ̃4He) → χ̃0
1ντ tn)|2

× (2π)4δ(4)|(pτ̃ + pHe − pν − pt − pn) (3-3-7)

C.3.1で計算した反応振幅 (C-3-9)を代入すると、以下のようになる。

(σv)tn =
1

2Eτ̃

∫
d3pν

(2π)32Eν

d3pχ̃0
1

(2π)32Eχ̃0
1

d3pn

(2π)3
d3pt

(2π)3

×
2mχ̃0

1
G2

F × 2g2 tan2 θW sin2 θτ

m2
τ

M2
tn4(1 + 3gA)Eν

× (2π)4δ(4)|(pτ̃ + pHe − pν − pt − pn) (C-4-1)

ここでは |gR| = 2g2 tan2 θW sin2 θτ とあらわな形で表した。デルタ関数を用いる事で、pχ̃0
1
での積分

はすぐに実行する事が出来る。その際、条件として、

pχ̃0
1

= pτ̃ + pHe − pντ − pn − pt (C-4-2)

が課される。また、非相対論近似の元では Eχ̃0
1
→ mχ̃0

1
, Eτ̃ → mτ̃ とする事ができ、

= 2(1 + 3g2
A)

g2 tan2 θW sin2 θτ

(2π)8
1

mτ̃

G2
F

m2
τ

×
∫

d3pνd3pnd3ptδ(Eτ̃ + EHe − Eν − Eχ̃0
1
− En − Et)M2

tn4 (C-4-3)

となる。次に pν で積分する。角度方向での積分はすぐに実行できるため、d3pν → 4πE2
νdEν とする

事が出来る。ここで、デルタ関数の中身を以下のように置き換える。

Eτ̃ + EHe − Eν − Eχ̃0
1
− En − Et

= mτ̃ + 4A + ∆He − Eb︸ ︷︷ ︸
EHe

−Eν − mχ̃0
1
− mt −

p2
t

2mt
− mn − p2

n

2mn

さらに、

mt = 3A + ∆t, mn = A + ∆n, mτ̃ − mχ̃0
1

= δm
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とする。ここで表した Aは統一原子質量単位1を、∆iは粒子 iの余剰エネルギーを、Ebは Heと τ̃ の

束縛エネルギーを表している。すると

= δm + ∆He − ∆t − ∆n − Eb︸ ︷︷ ︸
改めて∆tnとおく

−Eν − p2
t

2mt
− p2

n

2mn

= ∆tn − Eν − p2
t

2mt
− p2

n

2mn

となる。よって、このデルタ関数を用いて Eν で積分を実行することができ、その際に条件として

Eν = ∆tn − p2
t

2mt
− p2

n

2mn
(C-4-4)

が課される。よって、断面積は以下で表される。

(σv)tn = 2(1 + 3g2
A)

g2 tan2 θW sin2 θτ

(2π)8
1

mτ̃

G2
F

m2
τ

4π

∫
E2

νd3pnd3ptM2
tn(

Eν = ∆tn − p2
t

2mt
− p2

n

2mn

)
(C-4-5)

pn, pt で積分するにあたって、積分範囲について考える。Eν > 0 であるので、ptから積分すると、範

囲は以下のようになる。

0 ≤pn ≤
√

2mn∆tn (C-4-6)

0 ≤pt ≤
√

2mt∆tn − mt

mn
p2

n (C-4-7)

この積分の値を計算していく。

積分の無次元化

Mtn の変形 (C-2-67)からM2
tn は以下のように表す事ができる。

M2
tn =

(
128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
2

×
{

exp
(
− 2p2

t

3aHe

)
+ exp

(
− 2p2

n

3aHe
− (pt + pn)2

3(aHe + at)

)
− 2 exp

(
− p2

t

3aHe
− p2

n

3aHe
− (pt + pn)2

6(aHe + at)

)}
≡ kM′2

tn (C-4-8)

ここでは δ 関数をもちいて q = pn + pt とおいた。また、δ 関数に付随している因子 (2π)3 は終状
態の運動量積分中に (2π)4δ(4)(pτ̃ + pHe − pν − pχ − pt − pn) と言う形で含まれているので、ここでは
省略した。さらに kを定数、M′2

tnを { }と定義し,M′2
tn の無次元化を行った。

Eν の変形 また、Eν は

E2
ν = ∆2

tn +
p4

t

4m2
t

+
p4

n

4m2
n

− ∆tn

mt
p2

t −
∆tn

mn
p2

n +
p2

tp
2
n

2mnmt

= ∆2
tn

(
1 +

p4
t

4m2
t∆2

tn

+
p4

n

4m2
n∆2

tn

− p2
t

mt∆tn
− p2

n

mn∆tn
+

p2
tp

2
n

2mnmt∆2
tn

)
1基底状態にある中性炭素原子 12

6 C の質量を基準にし、これを 12.0000 とする単位系
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と表す事が出来る。ここで ( )は無次元になっている。
(C-4-3),(C-4-8)の式から以下の値を定義する。

Ktn ≡ 2(1 + 3g2
A)

g2 tan2 θW sin2 θτ

(2π)8
1

mτ̃

G2
F

m2
τ

4π ×
(

128π

3
aHea

2
t

(aHe + at)4

) 3
2

= 4(1 + 3g2
A)

g2 tan2 θW sin2 θτ

(2π)4
1

mτ̃

G2
F

m2
τ

(
32
3π

aHea
2
t

(aHe + at)4

) 3
2

(C-4-9)

Ktn を用いて断面積を表すと、以下のように表す事が出来る。

σv = Ktn

∫
E2

νM′2
tnd3pnd3pt (C-4-10)

この積分を計算する。

角度積分 まず、積分の ptの角度部分について、ptと pnの成す角を θとして積分を行い、さらに pn

についても角度積分を行うと、以下のようになる。∫∫
E2

νM ′2d3pnd3pt = 8π2

∫
E2

νp2
ndpn p2

tdpt

×
[
2 exp

(
− 2p2

t

3aHe

)
− 3(aHe + at)

2ptpn

{
exp

(
− 2p2

n

3aHe
− (pt + pn)2

3(aHe + at)

)
− exp

(
− 2p2

n

3aHe
− (pt − pn)2

3(aHe + at)

)}
+

6(aHe + at)
ptpn

{
exp

(
− p2

t

3aHe
− p2

n

3aHe
− (pt + pn)2

6(aHe + at)

)
− exp

(
− p2

t

3aHe
− p2

n

3aHe
− (pt − pn)2

6(aHe + at)

)} ]
(C-4-11)

変数変換 積分変数を変換する事によって、積分を無次元化する。今、変数を以下のように置き換え

る事にする。
p2
t

2mt∆tn
= t2,

p2
n

2mn∆tn
= u2 (C-4-12)

すると、E2
ν は以下のように表せる。

E2
ν = ∆2

tn

(
1 + t4 + u4 − 2t2 − 2u2 + 2t2u2

)
(C-4-13)

M′2
tn については、一項目から順に考えていく事にする。

一項目 まず初めに、M′2
tn の一項目に関しての積分は、以下のようになる。

16π2

∫∫
E2

νp2
tp

2
n exp

(
− 2p2

t

3aHe

)
dptdpn

= 16π2(2mt∆tn)
3
2 (2mn∆tn)

3
2

∫
E2

νt2u2 exp
(
−4mt∆tn

3aHe
t2

)
dtdu
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二、三項目 二項目、三項目は以下の様になる。

8π2

∫∫
E2

νp2
tp

2
ndptdqn

×
(
−3(aHe + at)

2ptpn

){
exp

(
− 2p2

n

3aHe
− (pt + pn)2

3(aHe + at)

)
− exp

(
− 2p2

n

3aHe
− (pt − pn)2

3(aHe + at)

)}
= −12π2(aHe + at)

∫
2mn∆tnu du

∫
2mt∆tnt dtE2

ν

×

{
exp

(
−4mn∆tn

3aHe
u2 − (

√
2mt∆tnt +

√
2mn∆tnu)2

3(aHe + at)

)
−

exp
(
−4mn∆tn

3aHe
u2 − (

√
2mt∆tnt −

√
2mn∆tnu)2

3(aHe + at)

) }

四、五項目 最後に四項目、五項目について計算を行う。この計算は二項目、三項目と同じで、以下

のようになる。

8π2

∫∫
E2

νp2
tp

2
n

6(aHe + at)
pnpt

{
exp

(
− p2

t

3aHe
− p2

n

3aHe
− (pt + pn)2

6(aHe + at)

)

− exp
(
− p2

t

3aHe
− p2

n

3aHe
− (pt − pn)2

6(aHe + at)

)}
dptdpn

= 48π2(aHe + at)
∫

2mt∆tnt dt

∫
2mn∆tnu duE2

ν

×

{
exp

(
−2mt∆tn

3aHe
t2 − 2mn∆tn

3aHe
u2 − (

√
2mt∆tnt +

√
2mn∆tnu)2

6(aHe + at)

)

− exp
(
−2mt∆tn

3aHe
t2 − 2mn∆tn

3aHe
u2 − (

√
2mt∆tnt −

√
2mn∆tnu)2

6(aHe + at)

)}

以上をまとめると、求める断面積は以下のように表す事が出来る。

σv

Ktn
= 16π2(2mt∆tn)

3
2 (2mn∆tn)

3
2 ∆2

tn

∫
u2du

∫
t2dtE′2

ν exp
(
−4mt∆tn

3aHe
t2

)
− 48π2(aHe + at)mtmn∆4

tn

∫
u du

∫
t dtE′2

ν

×

{
exp

(
−4mn∆tn

3aHe
u2 − (

√
2mt∆tnt +

√
2mn∆tnu)2

3(aHe + at)

)

− exp
(
−4mn∆tn

3aHe
u2 − (

√
2mt∆tnt −

√
2mn∆tnu)2

3(aHe + at)

) }

+ 192π2(aHe + at)mtmn∆4
tn

∫
u du

∫
t dtE′2

ν

×

{
exp

(
−2mt∆tn

3aHe
t2 − 2mn∆tn

3aHe
u2 − (

√
2mt∆tnt +

√
2mn∆tnu)2

6(aHe + at)

)

− exp
(
−2mt∆tn

3aHe
t2 − 2mn∆tn

3aHe
u2 − (

√
2mt∆tnt −

√
2mn∆tnu)2

6(aHe + at)

)}
(C-4-14)
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ここで新たに

E′2
ν ≡ 1 + t4 + u4 − 2t2 − 2u2 + 2t2u2

を定義する事で、積分を完全に無次元化した。t,uの積分範囲は、元の積分変数の範囲が

0 ≤pn ≤
√

2mn∆tn (C-4-6)

0 ≤pt ≤
√

2mt∆tn − mt

mn
p2

n (C-4-7)

であるため、以下のようになる。

0 ≤u ≤ 1

0 ≤t ≤
√

1 − u2

運動量の定義 さらに次の運動量を定義する。

kt ≡
√

2mt∆tn, kn ≡
√

2mn∆tn

この式を用いて (C-4-14)の式を表すと、以下のようになる。

σv

Ktn

= 16π2∆2
tnk3

t k
3
n

∫
duu2

∫
dtt2E′2

ν exp
(
−2

3
k2
t

aHe
t2

)
− 12π2∆2

tnk2
t k

2
n(aHe + at)

∫
duu

∫
dttE′2

ν

×
{

exp
[
−2

3
k2

n

a1
u2 − 1

3
(ktt + knu)2

aHe + at

]
− exp

[
−2

3
k2

n

aHe
u2 − 1

3
(ktt − knu)2

aHe + at

]}
+ 48π2∆2

tnk2
t k

2
n(aHe + at)

∫
duu

∫
dttE′2

ν

×
{

exp
[
−1

3
k2
t

aHe
t2 − 1

3
k2

n

aHe
u2 − 1

6
(ktt + knu)2

aHe + at

]
− exp

[
−1

3
k2
t

aHe
t2 − 1

3
k2

n

aHe
u2 − 1

6
(ktt − knu)2

aHe + at

]}
expの差の部分は一部くくりだす事が出来る。
二項目は

exp
[
−2

3
k2

n

aHe
u2 − 1

3
(ktt + knu)2

aHe + at

]
− exp

[
−2

3
k2

n

aHe
u2 − 1

3
(ktt − knu)2

aHe + at

]
= exp

(
−2

3
k2

n

aHe
u2 − 1

3
k2
t t

2 + k2
nu2

aHe + at
− 2

3
ktkntu

aHe + at

)
− exp

(
−2

3
k2

n

aHe
u2 − 1

3
k2
t t

2 + k2
nu2

aHe + at
+

2
3

ktkntu

aHe + at

)
= − exp

(
−2

3
k2

n

aHe
u2 − 1

3
k2
t t

2 + k2
nu2

aHe + at

)[
exp

(
2
3

ktkntu

aHe + at

)
− exp

(
−2

3
ktkntu

aHe + at

)]
= −2 exp

(
−2

3
k2

n

aHe
u2 − 1

3
k2
t t

2 + k2
nu2

aHe + at

)
sinh

(
2
3

ktkntu

aHe + at

)
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となる。さらに三項目は

exp
[
−1

3
k2
t

aHe
t2 − 1

3
k2

n

aHe
u2 − 1

6
(ktt + knu)2

aHe + at

]
− exp

[
−1

3
k2
t

aHe
t2 − 1

3
k2

n

aHe
u2 − 1

6
(ktt − knu)2

aHe + at

]
= −2 exp

(
−1

3
k2
t t

2 + k2
nu2

aHe
− 1

6
k2
t t

2 + k2
nu2

aHe + at

)
sinh

(
1
3

ktkntu

aHe + at

)
となる。

これらを代入して、積分範囲も明示して結果をまとめると、以下のようになる。

σv

Ktn

= 16π2∆2
tnk3

t k
3
n

∫ 1

0

duu2

∫ √
1−u2

0

dtt2E′2
ν exp

(
−2

3
k2
t

aHe
t2

)
+ 24π2∆2

tnk2
t k

2
n(aHe + at)

∫ 1

0

duu

∫ √
1−u2

0

dttE′2
ν exp

(
−2

3
k2

n

aHe
u2 − 1

3
k2
t t

2 + k2
nu2

aHe + at

)
sinh

(
2
3

ktkntu

aHe + at

)
− 96π2∆2

tnk2
t k

2
n(aHe + at)

∫ 1

0

duu

∫ √
1−u2

0

dttE′2
ν exp

(
−1

3
k2
t t

2 + k2
nu2

aHe
− 1

6
k2
t t

2 + k2
nu2

aHe + at

)
sinh

(
1
3

ktkntu

aHe + at

)
これをさらに見やすく整理する。まず、右辺について次のようにまとめる。

σv

Ktn
= 8π2∆tnk2

t k
2
n(aHe + at)

{
2

ktkn

aHe + at

∫
· · · + 3

∫
· · · + 12

∫
· · ·

}
(C-4-15)

左辺のKtn を右辺に移行する。ここでKtn は以下の式で表される量である。

Ktn = 4(1 + 3g2
A)

g2 tan2 θW sin2 θτ

(2π)4
1

mτ̃

G2
F

m2
τ

(
32
3π

aHea
2
t

(aHe + at)4

) 3
2

(C-4-9)

また、(C-4-15)の右辺の k2
t k

2
n を 4mtmn∆2

tn に直すと、以下のように表せる。

(σv)tn =
8
π2

(
32
3π

) 3
2

g2 tan2 θW sin2 θτ (1 + 3g2
A)G2

F∆4
tn

× mtmn

mτ̃m2
τ

a
3
2
Hea

2
t

(aHe + at)5
· I(4He → tn) (C-4-16)
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ここで、I(4He → tn)は以下で定義される。

I(4He → tn)

= 2
ktkn

aHe + at

∫ 1

0

duu2

∫ √
1−u2

0

dtt2(1 − t2 − u2)2 exp
(
−2

3
k2
t

aHe
t2

)
+ 3

∫ 1

0

duu

∫ √
1−u2

0

dtt(1 − t2 − u2)2 exp
(
−2

3
k2

n

aHe
u2 − 1

3
k2
t t

2 + k2
nu2

aHe + at

)
sinh

(
2
3

ktkntu

aHe + at

)
− 12

∫ 1

0

duu

∫ √
1−u2

0

dtt(1 − t2 − u2)2 exp
(
−1

3
k2
t t

2 + k2
nu2

aHe
− 1

6
k2
t t

2 + k2
nu2

aHe + at

)
sinh

(
1
3

ktkntu

aHe + at

)
=

∫ 1

0

du

∫ √
1−u2

0

dt(1 − t2 − u2)2

×



2
knkn

aHe + at
(t2u2) exp

(
−2

3
k2

t

aHe
t2

)
+3tu exp

(
−2

3
k2

n

aHe
u2 − 1

3
k2
t t

2 + k2
nu2

aHe + at

)
sinh

(
2
3

ktkntu

aHe + at

)
−12tu exp

(
−1

3
k2
t t

2 + k2
nu2

aHe
− 1

6
k2
t t

2 + k2
nu2

aHe + at

)
sinh

(
1
3

ktkntu

aHe + at

)


(C-4-17)

以上を数値計算することで、反応 (3-3-1)の反応断面積を求める事が出来る。

C.4.2 (τ̃ 4He) → χ̃0
1 + ντ + d + n + nの反応断面積計算

次に反応 (3− 3− 2)の反応断面積を計算する。この反応の反応断面積は (3-3-11)より、以下で表さ
れる。

(σv)dnn =
1

2Eτ̃

∫
d3pν

(2π)32Eν

d3pχ̃0
1

(2π)32Eχ̃0
1

d3pn1

(2π)3
d3pn2

(2π)3
d3pd

(2π)3

× |M((τ̃4He) → χ̃0
1ντdnn)|2

× (2π)4δ(4)(pτ̃ + pHe − pν − pd − pn1 − pn2) (3-3-11)

C.3.2で計算した反応振幅 (C-3-16)を代入すると、以下のようになる。

(σv)dnn =
1

2Eτ̃

∫
d3pν

(2π)32Eν

d3pχ̃0
1

(2π)32Eχ̃0
1

d3pn1

(2π)3
d3pn2

(2π)3
d3pd

(2π)3

×
2mχ̃0

1
G2

F × 2g2 tan2 θW sin2 θτ

m2
τ

(
6(1 + 2g2

A)M2
dnn + 2g2

AM′2
dnn

)
Eν

× (2π)4δ(4)(pτ̃ + pHe − pν − pd − pn1 − pn2)

ここでは C.4.1での計算と同じく |gR| = 2g2 tan2 θW sin2 θτ とあらわな形で表した。デルタ関数を用

いる事で、pχ̃0
1
での積分はすぐに実行する事が出来る。その際、条件として、

pχ̃0
1

= pτ̃ + pHe − pn1 − pn2 − pd (C-4-18)
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が課される。また、χ̃0
1, τ̃ の質量が他に比べ大きいため、非相対論近似をし、Eχ̃0

1
→ mχ̃0

1
, Eτ̃ → mτ̃

とする事が出来る。すると

= 3(1 + 2g2
A)

g2 tan2 θW sin2 θτ

(2π)11
1

mτ̃

G2
F

m2
τ

×
∫

d3pνd3pn1d
3pn2d

3pd δ(Eτ̃ + EHe − Eν − Eχ̃0
1
− En1 − En2 − Ed)

×
(
M2

dnn +
2g2

A

1 + 2g2
A

M′2
dnn

)
(C-4-19)

となる。次に pν で積分する。角度方向での積分はすぐに実行できるため、d3pν → 4πE2
νdEν とする

事が出来る。ここで、デルタ関数の中身を以下のように置き換える。

Eτ̃ + EHe − Eν − Eχ̃0
1
− En1 − En2 − Ed

= mτ̃ + 4A + ∆He − Eb︸ ︷︷ ︸
EHe

−Eν − mχ̃0
1
− md − p2

d

2md
− 2mn − p2

n1

2mn
− p2

n2

2mn

さらに

md = 2A + ∆d, mn = A + ∆n, mτ̃ − mχ̃0
1

= δm

とする。すると、

= δm + ∆He − ∆d − 2∆n − Eb︸ ︷︷ ︸
改めて ∆dnn とおく

−Eν − p2
d

2md
− p2

n1

2mn
− p2

n2

2mn

= ∆dnn − Eν − p2
d

2md
− p2

n1

2mn
− p2

n2

2mn
(C-4-20)

となる。以上から、このデルタ関数を用いて Eν で積分する事ができ、その際条件として

Eν = ∆dnn − p2
d

2md
− p2

n1

2mn
− p2

n2

2mn
(C-4-21)

が課される。よって、断面積は以下で表される。

(σv)dnn = 3(1 + 2g2
A)

g2 tan2 θW sin2 θτ

(2π)11
1

mτ̃

G2
F

m2
τ

4π

∫
E2

ν

(
M2

dnn +
2g2

A

1 + 2g2
A

M′2
dnn

)
d3pn1d

3pn2d
3pd

(C-4-22)(
Eν = ∆dnn − p2

d

2md
− p2

n1

2mn
− p2

n2

2mn

)
pn1, pn2, pdで積分するにあたって、積分範囲について考える。Eν > 0であるので、pn2 → pn1 → pd

の順に積分すると考えると、範囲は以下のようになる。

0 ≤ pd ≤
√

2md∆dnn

0 ≤ pn1 ≤
√

2mn∆dnn − mn

md
p2
d

0 ≤ pn2 ≤
√

2mn∆dnn − mn

md
p2
d − p2

n1

この積分の値を計算していく。
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積分の無次元化

M2
dnn,M′2

dnn の変形 (C-2-91)からM2
dnn の部分は以下のように表す事が出来る。

M2
dnn =

(
32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
2 {

exp
(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p2
d

4aHe

)
+ exp

(
−4p2

n1 + 4pn1 · pd + 3p2
d

4aHe

)
− 2 exp

(
−2(p2

n1 + p2
n2) + 2(pn1 + pn2) · qd + 3p2

d

4aHe

) }
= 2

(
32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
2

×
{

exp
(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p2
d

4aHe

)
− exp

(
−2(p2

n1 + p2
n2) + 2(pn1 + pn2) · pd + 3p2

d

4aHe

)}
(C-4-23)

ここで δ関数に付随している因子 (2π)3は終状態の運動量積分中に (2π)4δ4(pτ̃−pHe−pν−pd−pn1−pn2)
という形で含まれているので省略した。また expの 2項目は対称性から 1項目と同じ値を出すので、
1項目と合わせる形にし、2をかけた。
また、同様に (C-2-117)からM′2

dnn の部分は以下のように表す事が出来る。

M′2
dnn =

1
2

(
32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
2

{
exp

(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p2
d

4aHe

)
+ exp

(
−4p2

n1 + 4pn1 · pd + 3p2
d

4aHe

)
+ 4 exp

(
−3p2

n1 + 2pn1・pn2 + 3p2
n2

4aHe
− 1

4
q2

aHe + ad

)
+ 2 exp

(
−2(p2

n1 + p2
n2) + 2(pn1 + pn2) · pd + 3p2

d

4aHe

)
− 4 exp

(
−3p2

n1 + 2pn1・pn2 + 3p2
n2

8aHe
− 4p2

n1 + 4pn1・pd + 3p2
d

8aHe
− 1

8
q2

aHe + ad

)
− 4 exp

(
−3p2

n1 + 2pn1・pn2 + 3p2
n2

8aHe
− 4p2

n2 + 4pn2・pd + 3p2
d

8aHe
− 1

8
q2

aHe + ad

)}
ここで、対称性から expの 2項目は 1項目と同じ値となり、5項目は 6項目と同じ値となる。よって、
この式は以下で表される。

=
(

32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
2

{
exp

(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p2
d

4aHe

)
+ 2 exp

(
−3p2

n1 + 2pn1・pn2 + 3p2
n2

4aHe
− 1

4
q2

aHe + ad

)
+ exp

(
−2(p2

n1 + p2
n2) + 2(pn1 + pn2) · pd + 3p2

d

4aHe

)
− 4 exp

(
−3p2

n1 + 2pn1・pn2 + 3p2
n2

8aHe
− 4p2

n1 + 4pn1・pd + 3p2
d

8aHe
− 1

8
q2

aHe + ad

)}
(C-4-24)
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以上から、M2
dnn +

2g2
A

1 + 2g2
A

M′2
dnn は以下のようになる。

M2
dnn +

2g2
A

1 + 2g2
A

M′2
dnn

=
(

32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
2

{
2
1 + 3g2

A

1 + 2g2
A

exp
(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p2
d

4aHe

)
− 2

1 + g2
A

1 + 2g2
A

exp
(
−2(p2

n1 + p2
n2) + 2(pn1 + pn2) · pd + 3p2

d

4aHe

)
+

4g2
A

1 + 2g2
A

exp
(
−3p2

n1 + 2pn1・pn2 + 3p2
n2

4aHe
− 1

4
q2

aHe + ad

)
− 8g2

A

1 + 2g2
A

exp
(
− 3p2

n1 + 2pn1・pn2 + 3p2
n2

8aHe
− 4p2

n1 + 4pn1・pd + 3p2
d

8aHe
− 1

8
q2

aHe + ad

)}
≡ kM′′2

dnn (C-4-25)

この式で、kを定数、M′′
dnn を {}で定義して、M′′

dnn の無次元化を行った。

Eν の変形 また Eν は

E2
ν = ∆2

dnn +
p4

d

4m2
d

+
p4

n1

4m2
n

+
p4

n2

4m2
n

+
p2

dp2
n1

2mnmd
+

p2
dp2

n2

2mnmd
+

p2
n1p

2
n2

2m2
n

− ∆dnn

md
p2

d − ∆dnn

mn
p2

n1 −
∆dnn

mn
p2

n2

= ∆2
dnn

(
1 +

p4
d

4m2
d∆2

dnn

+
p4

n1

4m2
n∆2

dnn

+
p4

n2

4m2
n∆2

dnn

+
p2

dp2
n1

2mnmd∆2
dnn

+
p2

dp2
n2

2mnmd∆2
dnn

+
p2

n1p
2
n2

2m2
n∆2

dnn

− p2
d

md∆dnn
− p2

n1

mn∆dnn
− p2

n2

mn∆dnn

)
≡ ∆2

dnnE′′2
ν (C-4-26)

と表す事が出来る。ここで ( )を E′′2
ν と定義し、無次元した。

さらに、(C-4-22),(C-4-25),(C-4-26)の式から、以下の値を定義する。

Kdnn ≡ 3(1 + 2g2
A)

g2 tan2 θW sin2 θτ

(2π)11
1

mτ̃

G2
F

m2
τ

× 4π ×
(

32π2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
2

× ∆2
dnn

=
48(1 + 2g2

A)g2 tan2 θW sin2 θτ∆2
dnn

(2π)7

(
2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
2 1

mτ̃

G2
F

m2
τ

(C-4-27)

Kdnn を用いて断面積を表すと、以下のように表せる。

σv = K

∫
E′′2

ν M′′2
dnnd3pn1d

3pn2d
3pd (C-4-28)

ここで E′′2
ν ,M′′2

dnn は無次元量となっている。次に、これらの積分を行う。

角度積分 (一項目) expの一項目から計算する。E2
ν は角度積分には影響しないため、ここでは省略し

て計算する。また簡単のため、係数をはずして、角度積分に必要な部分のみを記述する。∫∫∫
exp

(
−4p2

n2 + 4pn2 · pd + 3p2
d

4aHe

)
dpddpn1dpn2
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初めに pn1 について角度積分を行う。すると、

= (4π)
∫∫∫

exp
(
−4p2

n2 + 3p2
d

4aHe

)
exp

(
−pn2 · pd

aHe

)
p2

n1dpn1dpn2dpd

となる。次に pd と pn2 との間の角を θとし、pn2 について角度積分を行うと以下のようになる。

= aHe(4π)2
∫∫∫

1
pn2pd

exp
(
−4p2

n2 + 3p2
d

4aHe

)
sinh

(
pn2pd

aHe

)
dpdp2

n1dpn1p
2
n2dpn2

最後に pd について角度積分を行う。結果は

= aHe(4π)3
∫∫∫

exp
(
−4p2

n2 + 3p2
d

4aHe

)
sinh

(
pn2pd

aHe

)
pddpdp2

n1dpn1pn2dpn2

となる。

角度積分 (二項目) 次に expの二項目について考えます。この角度積分は一項目とは異なった形にな
るので注意が必要です。以下のように行っていきます。∫∫∫

exp
(
−2(p2

n1 + p2
n2) + 2(pn1 + pn2) · pd + 3p2

d

4aHe

)
dpddpn1dpn2

=
∫∫∫

exp
(
−2(p2

n1 + p2
n2) + 3p2

d

4aHe

)
exp

(
− (pn1 + pn2) · pd

2aHe

)
dpddpn1dpn2

被積分関数の形に注目し、これを以下のような重心運動量、相対運動量で表す。

K ≡ pn1 + pn2

2
, T ≡ pn1 − pn2 (|K| ≡ K, |T | ≡ T ) (C-4-29)

この時、以下の式が成り立つ。

p2
n1 + p2

n2 = 2K2 +
T 2

2

pn1・pn2 = K2 − T 2

4
pn1, pn2 → K, T の変換をするにあたり、積分範囲の変更は後で考える。この変換についての積分測

度の変換は

dpn1dpn2 = dKdT

であるため、積分は以下のように表す事ができる。

=
∫∫∫

exp
(
−4K2 + T 2 + 3p2

d

4aHe

)
exp

(
−K · pd

aHe

)
dpddKdT

pd とK との間の角度を θとし、pd について角度積分を行う。

= 4πaHe

∫∫∫
1

Kpd
exp

(
−4K2 + T 2 + 3p2

d

4aHe

)
sinh

(
Kpd

aHe

)
p2
ddpddKdT

最後にK,T について角度積分を行う。結果は

= aHe(4π)3
∫∫∫

exp
(
−4K2 + T 2 + 3p2

d

4aHe

)
sinh

(
Kpd

aHe

)
pddpdKdKT 2dT

となる。
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角度積分 (三項目) 次に expの三項目について計算を行う。∫∫∫
exp

(
−3p2

n1 + 2pn1・pn2 + 3p2
n2

4aHe
− 1

4
q2

aHe + ad

)
dpddpn1dpn2

運動量保存則から q = pn1 + pn2 + pd が成り立つので、これを代入すると以下のようになる。

=
∫∫∫

exp
(
−3p2

n1 + 2pn1・pn2 + 3p2
n2

4aHe
− 1

4
(pn1 + pn2 + pd)2

aHe + ad

)
dpddpn1dpn2

さらに、これを以下のように表す。

=
∫∫∫

exp
(
−3(p2

n1 + p2
n2) + 2pn1・pn2

4aHe
− 1

4
((pn1 + pn2) + pd)2

aHe + ad

)
dpd dpn1 dpn2

この式について、このままでは角度積分できないため、(C − 4 − 29)を用いて変数変換する。積分測
度に注意して、これを以下のように表す。

=
∫∫∫

exp
(
−

6K2 + 3
2T 2 + 2K2 − 1

2T 2

4aHe
− 1

4
(2K + pd)2

aHe + ad

)
dpd dK dT

展開して、K・pd の項を分けて表す。

=
∫∫∫

exp
(
−8K2 + T 2

4aHe
− 1

4
4K2 + p2

d

aHe + ad

)
exp

(
− K・pd

aHe + ad

)
dpd dK dT

K, pd の成す角を θとし、pd について角度積分を実行する。結果は、以下のようになる。

= (4π)
∫∫∫

aHe + ad

Kpd
exp

(
−8K2 + T 2

4aHe
− 1

4
4K2 + p2

d

aHe + ad

)
sinh

(
Kpd

aHe + ad

)
p2
ddpd dK dT

最後に、K と T について角度積分を実行し、結果は以下のようになる。

= (4π)3(aHe + ad)
∫∫∫

exp
(
−8K2 + T 2

4aHe
− 1

4
4K2 + p2

d

aHe + ad

)
sinh

(
Kpd

aHe + ad

)
pddpd KdK T 2dT

角度積分 (四項目) 最後に expの四項目について計算を行う。この項については、これまでのように
重心運動量、相対運動量に分ける方法が使えないため、工夫することが必要になる。∫∫∫

exp
(
−3p2

n1 + 2pn1・pn2 + 3p2
n2

8aHe
− 4p2

n1 + 4pn1・pd + 3p2
d

8aHe
− 1

8
q2

aHe + ad

)
簡単のため、expの中身だけを取り出して変数変換を考える。

− 3p2
n1 + 2pn1・pn2 + 3p2

n2

8aHe
− 4p2

n1 + 4pn1・pd + 3p2
d

8aHe
− 1

8
q2

aHe + ad

通分を行うと。

= − 1
8aHe(aHe + ad)


(aHe + ad)(3p2

n1 + 2pn1・pn2 + 3p2
n2)

+(aHe + ad)(4p2
n1 + 4pn1・pd + 3p2

d)
+aHeq

2
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となる。q = pn1 + pn2 + pd として、qをあらわに書く。また第一項、第二項も展開して表すと、

= − 1
8aHe(aHe + ad)



7(aHe + ad)p2
n1 + 2(aHe + ad)pn1・pn2 + 3(aHe + ad)p2

n2

+4(aHe + ad)pn1・pd + 3(aHe + ad)p2
d

+aHe((pn1 + pn2)2 + 2(pn1 + pn2)・pd + p2
d)


となる。これを展開して、pd について整理すると、以下のようになる。

= − 1
8aHe(aHe + ad)


(4aHe + 3ad)p2

d + {(6aHe + 4ad)pn1 + 2aHepn2}・pd

+(8aHe + 7ad)p2
n1 + (4aHe + 2ad)pn1・pn2 + (4aHe + 3ad)p2

n2


これを pd について平方完成する。その結果、以下のように表す事が出来る。

= − 1
8aHe(aHe + ad)



(4aHe + 3ad)
(

pd +
1

4aHe + 3ad
[(3aHe + 2ad)pn1 + aHepn2]

)2

− 1
4aHe + 3ad

{(3aHe + 2ad)pn1 + aHepn2}2

+(8aHe + 7ad)p2
n1 + (4aHe + 2ad)pn1・pn2 + (4aHe + 3ad)p2

n2


ここで、第一項について、係数を変換する。

3aHe + 2ad

4aHe + 3ad
pn1 = apn1

(
a ≡ 3aHe + 2ad

4aHe + 3ad

)
(C-4-30)

aHe

4aHe + 3ad
pn2 = bpn2

(
b ≡ aHe

4aHe + 3ad

)
(C-4-31)

さらに、以下の置き換えをし、

a2 + b2 =
10a2

He + 12aHead + 4a2
d

(4aHe + 3ad)2
≡ c2 (C-4-32)

として、以下のようにおく。
a

c
≡ α,

b

c
≡ β (C-4-33)

このとき α2 + β2 = 1が成り立つ。この操作は後の変数変換のときに役に立つ。ここでは今定めた
α, β, cを用いて式を表す事にする。式は以下になる。

= − 1
8aHe(aHe + ad)


(4aHe + 3ad) (pd + c(αpn1 + βpn2))

2

−(4aHe + 3ad)c2(αpn1 + βpn2)2

+(8aHe + 7ad)p2
n1 + (4aHe + 2ad)pn1・pn2 + (4aHe + 3ad)p2

n2


ここで、式変形を簡単にするため、各項の係数を以下のように置く。

4aHe + 3ad ≡ A (C-4-34)

8aHe + 7ad ≡ B (C-4-35)

4aHe + 2ad ≡ C (C-4-36)

aHe + ad ≡ (C-4-37)
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すると、式は以下のように表される。

= − 1
8aHeD


A (pd + c(αpn1 + βpn2))

2

−Ac2(αpn1 + βpn2)2

+Bp2
n1 + Cpn1・pn2 + Ap2

n2


さらに、pn1,pn2 について、以下の変数変換をする。

αpn1 + βpn2 = K ′

−βpn1 + αpn2 = T ′

この変換は直交変換であるため、積分測度は以下のようになる。

dpn1dpn2 = dK ′dT ′

また、pn1,pn2 をK, T で表すと、以下のようになる。

pn1 = αK ′ − βT ′ (C-4-38)

pn2 = βK ′ + αT ′ (C-4-39)

この関係式を用いて、式の第三項以降を変形する。

Bp2
n1 + Cpn1・pn2 + Ap2

n2 =B(α2K ′2 − 2αβK ′・T ′ + β2T ′2)

+ C[αβK ′2 + (α2 − β2)K ′・T ′ − αβT ′2]

+ A(β2K ′2 + 2αβK ′・T ′ + α2T ′2)

それぞれの項についてまとめると、以下のようになる。

= (Bα2 + Cαβ + Aβ2)K ′2

+ [C(α2 − β2) + 2αβ(A − B)]K ′・T ′

+ (Aα2 − Cαβ + Bβ2)T ′2

さらに A − B = −4D　より

= (Bα2 + Cαβ + Aβ2)K ′2

+ [C(α2 − β2) − 8αβD]K ′・T ′

+ (Aα2 − Cαβ + Bβ2)T ′2

となる。以上を用いると、expの中身の式は、以下のようになる。

− 1
8aHeD


A(pd + cK ′)2 − Ac2K ′2

+(Bα2 + Cαβ + Aβ2)K ′2

+(C(α2 − β2) − 8Dαβ)K ′・T ′

+(Aα2 − Cαβ + Bβ2)T ′2


角度積分を実行しやすいように、さらに係数を以下のようにする。

A′ ≡ Bα2 + Cαβ + Aβ2 (C-4-40)

B′ ≡ C(α2 − β2) − 8Dαβ (C-4-41)

C ′ ≡ Aα2 − Cαβ + Bβ2 (C-4-42)
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これを用いて、式を以下のように表す。

= − 1
8aHeD

{
Ap2

d + A′K ′2 + C ′T ′2 + 2Ac pd・K ′ + B′K ′・T ′}
以上を用いると、角度積分を実行する事が出来る。積分の形に戻すと、以下になる。∫∫∫

exp
{
− 1

8aHeD

{
Ap2

d + A′K ′2 + C ′T ′2 + 2Ac pd・K ′ + B′K ′・T ′}}
dpddK ′dT ′

=
∫∫∫

exp
{
− 1

8aHeD

{
Ap2

d + A′K ′2 + C ′T ′2}}
× exp

{
− Ac

4aHeD
pd・K ′

}
exp

{
− B′

8aHeD
K ′・T ′

}
dpddK ′dT ′

これより、pd, K ′ の成す角を θとし、pd について角度積分を実行でき、また同様にK ′,T ′ について

も角度積分を実行する事が出来る。そして、最後にK ′ について、角度積分を実行する。実行した結

果、以下の式になる。

= (4π)3
(

4aHeD

Ac

)(
8aHeD

B′

)∫∫∫
exp

{
− 1

8aHeD

{
Ap2

d + A′K ′2 + C ′T ′2}}
× sinh

(
Ac

4aHeD
pdK ′

)
sinh

(
B′

8aHeD
K ′T ′

)
pddpd dK ′ T ′dT ′

角度積分まとめ 以上をまとめると、

σv

K
= 2

1 + 3g2
A

1 + 2g2
A

aHe(4π)3
∫∫∫

E′′2
ν exp

(
−4p2

n2 + 3p2
d

4aHe

)
sinh

(
pn2pd

aHe

)
pddpdp2

n1dpn1pn2dpn2

− 2
1 + g2

A

1 + 2g2
A

aHe(4π)3
∫∫∫

E′′2
ν exp

(
−4K2 + T 2 + 3p2

d

4aHe

)
sinh

(
Kpd

aHe

)
pddpdKdKT 2dT

+
4g2

A

1 + 2g2
A

(aHe + ad)(4π)3
∫∫∫

E′′2
ν exp

(
−8K2 + T 2

4aHe
− 1

4
4K2 + p2

d

aHe + ad

)
× sinh

(
Kpd

aHe + ad

)
pddpd KdK T 2dT

− 8g2
A

1 + 2g2
A

(4π)3
(

4aHeD

Ac

) (
8aHeD

B′

)∫∫∫
E′′2

ν exp
{
− 1

8aHeD

{
Ap2

d + A′K ′2 + C ′T ′2}}
× sinh

(
Ac

4aHeD
pdK ′

)
sinh

(
B′

8aHeD
K ′T ′

)
pddpd dK ′ T ′dT ′

(C-4-43)

となる。ここで、積分の部分を明らかにするため、余分な因子は左辺にまとめた。

変数変換 (第一項) 積分変数を変換する事によって、被積分関数を完全に無次元化する。(C-4-43)の
各項は被積分関数の変数は異なっているため (第二項、第三項については同じです)、別々に考える。
一項目において、変数を以下のように置き換える。

s2 ≡ p2
d

2md∆dnn
, t2 ≡ p2

n1

2mn∆dnn
, u2 ≡ p2

n2

2mn∆dnn
(C-4-44)

すると、E′′2
ν は以下のように表す事が出来る。

E′′2
ν = 1 + s4 + t4 + u4 + 2s2t2 + 2s2u2 + 2t2u2 − 2s2 − 2t2 − 2u2 (C-4-45)
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この変数変換に伴い、積分範囲は以下のように変更される。

0 ≤s ≤ 1 (C-4-46)

0 ≤t ≤
√

1 − s2 (C-4-47)

0 ≤u ≤
√

1 − s2 − t2 (C-4-48)

さらに運動量として、以下を定義する。

kd ≡
√

2md∆dnn, kn ≡
√

2mn∆dnn (C-4-49)

すると、

pd = kds, pn1 = knt, pn2 = knu

と表す事が出来る。以上の式を用いると、(C-4-43)の一行目は以下のように表す事が出来る。

2
1 + 3g2

A

1 + 2g2
A

aHe(4π)3
∫∫∫

E′′2
ν exp

(
−4p2

n2 + 3p2
d

4aHe

)
sinh

(
pn2pd

aHe

)
pddpdp2

n1dpn1pn2dpn2

=2
1 + 3g2

A

1 + 2g2
A

aHe(4π)3
∫∫∫

E′′2
ν exp

(
−4k2

nu2 + 3k2
ds2

4aHe

)
sinh

(
knkdsu

aHe

)
k2
dsds k3

nt2dt k2
nudu

=2
1 + 3g2

A

1 + 2g2
A

aHe(4π)3k2
dk5

n

∫∫∫
E′′2

ν exp
(
−4k2

nu2 + 3k2
ds2

4aHe

)
sinh

(
knkdsu

aHe

)
st2udsdtdu

変数変換 (第二項) 次に第二項について変数変換を行う。この変数変換を行うにあたり、まずは K ,
Tの積分範囲について考える。Eν の式 ((C-4-22参照))をK,T を用いて表すと、

Eν = ∆dnn − p2
d

2md
− K2

mn
− T 2

4mn

となる。Eν > 0であるため、積分する順序を T → K → pd とすると、積分範囲は以下になる。

0 ≤ pd ≤
√

2md∆ (C-4-50)

0 ≤ K ≤
√

mn∆dnn − mn

2md
p2
d (C-4-51)

0 ≤ T ≤
√

4mn∆dnn − 2mn

md
p2
d − 4K2 (C-4-52)

これを考慮し、積分変数を以下のように変換する。

s2 ≡ p2
d

2md∆dnn
, t2 ≡ K2

mn∆dnn
, u2 ≡ T 2

4mn∆dnn

この変換に対し、E2
ν は以下のようになる。

E2
ν =

(
∆dnn − p2

d

2md
− K2

mn
− T 2

4mn

)2

= ∆2
dnn

(
1 − s2 − t2 − u2

)2

= ∆2
dnn(1 + s4 + t4 + u4 + 2s2t2 + 2s2u2 + 2t2u2 − 2s2 − 2t2 − 2u2)

よって、E′′2
ν は以下のようになります。

E′′2
ν = 1 + s4 + t4 + u4 + 2s2t2 + 2s2u2 + 2t2u2 − 2s2 − 2t2 − 2u2 (C-4-53)
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s,v,wの範囲は、(C-4-50)～(C-4-52)から以下のようになる。

0 ≤ s ≤ 1 (C-4-54)

0 ≤ t ≤
√

1 − s2 (C-4-55)

0 ≤ u ≤
√

1 − s2 − t2 (C-4-56)

(C-4-49)を用いると、pd, K, T は以下のように表す事が出来る。

pd = kds, K =
knt√

2
, T =

√
2knu

以上から、(C-4-43)の第二項は以下のように表す事が出来る。

− 2
1 + g2

A

1 + 2g2
A

aHe(4π)3
∫∫∫

E′′2
ν exp

(
−4K2 + T 2 + 3p2

d

4aHe

)
sinh

(
Kpd

aHe

)
pddpdKdKT 2dT

= −2
1 + g2

A

1 + 2g2
A

aHe(4π)3
∫∫∫

E′′2
ν exp

(
−2k2

nt2 + 2k2
nu2 + 3k2

ds2

4aHe

)
× sinh

(
knkdst√

2aHe

)
k2
dsds

(
k2

n

2

)
tdt (2

√
2)k3

nu2du

= −2
√

2
1 + g2

A

1 + 2g2
A

aHe(4π)3k2
dk5

n

∫∫∫
E′′

ν exp
(
−2k2

nt2 + 2k2
nu2 + 3k2

ds2

4aHe

)
× sinh

(
knkdst√

2aHe

)
stu2dsdtdu

変数変換 (第三項) 次に、第三項について変数変換を行う。変数変換の形は第二項と同じため、第三

項は以下のように変換される。

+
4g2

A

1 + 2g2
A

(4π)3(aHe + ad)
∫∫∫

E′′2
ν exp

(
−8K2 + T 2

4aHe
− 1

4
4K2 + p2

d

aHe + ad

)
× sinh

(
Kpd

aHe + ad

)
pddpdKdKT 2dT

= +
4g2

A

1 + 2g2
A

(4π)3(aHe + ad)
∫∫∫

E′′2
ν exp

(
−4k2

nt2 + 2k2
nu2

4aHe
− 1

4
2k2

nt2 + k2
ds2

aHe + ad

)
× sinh

(
1√
2

kdsknt

aHe + ad

)
k2
dsds

(
k2

n

2

)
tdt (2

√
2)k3

nu2du

= +
√

2
4g2

A

1 + 2g2
A

(4π)3(aHe + ad)k2
dk5

n

∫∫∫
E′′2

ν exp
(
−k2

n(2t2 + u2)
2aHe

− 1
4

2k2
nt2 + k2

ds2

aHe + ad

)
× sinh

(
1√
2

kdknst

aHe + ad

)
stu2dsdtdu

変数変換 (第四項) 第一項から第三項までと同じように、第四項についても変数変換を行う。初めに、

K ′,T ′の積分範囲について考える。第二項、第三項の場合と同じく、Eν の式 (C-4-22)をK ′, T ′((C-
4-38)式、(C-4-39)式参照)を用いて表すと以下のようになる。

Eν = ∆dnn − p2
d

2md
− K ′2

2mn
− T ′2

2mn
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Eν > 0であるため、積分する順序を T ′ → K ′ → pd とすると、積分範囲は以下になる。

0 ≤ pd ≤
√

2md∆dnn (C-4-57)

0 ≤ K ′ ≤
√

2mn∆dnn − mn

md
p2
d (C-4-58)

0 ≤ T ′ ≤
√

2mn∆dnn − mn

md
p2
d − K ′2 (C-4-59)

これを考慮し、積分変数を以下のように変換する。

s2 ≡ p2
d

2md∆dnn
, t2 ≡ K ′2

2mn∆dnn
, u2 ≡ T ′2

2mn∆dnn

この変換に対し、E2
ν は以下のようになる。

E2
ν =

(
∆dnn − p2

d

2md
− K ′

2mn
− T ′2

2mn

)2

= ∆2
dnn

(
1 − s2 − t2 − u2

)2

= ∆2
dnn(1 + s4 + t4 + u4 + 2s2t2 + 2s2u2 + 2t2u2 − 2s2 − 2t2 − 2u2)

よって、E′′2
ν は以下のようになる。

E′′2
ν = 1 + s4 + t4 + u4 + 2s2t2 + 2s2u2 + 2t2u2 − 2s2 − 2t2 − 2u2

s,t ′,w ′ の範囲は、(C-4-57)～(C-4-59)から以下のようになる。

0 ≤ s ≤ 1 (C-4-60)

0 ≤ t ≤
√

1 − s2 (C-4-61)

0 ≤ u ≤
√

1 − s2 − t2 (C-4-62)

(C-4-49)を用いると、pd, K ′, T ′ は以下のように表す事が出来る。

pd = kds, K ′ = knt, T ′ = knu

以上から、(C-4-43)の第四項は以下のように表す事ができます。

− 8g2
A

1 + 2g2
A

(4π)3
(

4aHeD

Ac

)(
8aHeD

B′

)∫∫∫
E′′2

ν exp
{
− 1

8aHeD

{
Ap2

d + A′K ′2 + C ′T ′2}}
× sinh

(
Ac

4aHeD
pdK ′

)
sinh

(
B′

8aHeD
K ′T ′

)
pddpd dK ′ T ′dT ′

= − 8g2
A

1 + 2g2
A

(4π)3
(

4aHeD

Ac

)(
8aHeD

B′

)∫∫∫
E′′2

ν exp
{
− 1

8aHeD

{
Ak2

ds2 + A′k2
nt2 + C ′k2

nu2
}}

× sinh
(

Ac

4aHeD
kds knt

)
sinh

(
B′

8aHeD
knt knu

)
k2
dsds kndt k2

nudu

= − 8g2
A

1 + 2g2
A

(4π)3
(

4aHeD

Ac

)(
8aHeD

B′

)
k2
dk3

n

∫∫∫
E′′2

ν exp
{
− 1

8aHeD

{
Ak2

ds2 + A′k2
nt2 + C ′k2

nu2
}}

× sinh
(

Ac

4aHeD
kdkn st

)
sinh

(
B′

8aHeD
k2

ntu

)
sudsdtdu
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まとめ 以上の結果をまとめると、反応断面積を以下のように表す事ができます。

σv

(4π)3Kdnn

= 2
1 + 3g2

A

1 + 2g2
A

aHek
2
dk5

n

∫ 1

0

sds

∫ √
1−s2

0

t2dt

∫ √
1−s2−t2

0

uduE′′2
ν

× exp
(
−4k2

nu2 + 3k2
ds2

4aHe

)
sinh

(
knkdsu

aHe

)
− 2

√
2

1 + g2
A

1 + 2g2
A

aHek
2
dk5

n

∫ 1

0

sds

∫ √
1−s2

0

tdt

∫ √
1−s2−t2

0

u2du

× E′′2
ν exp

(
−2k2

nt2 + 2k2
nu2 + 3k2

ds2

4aHe

)
sinh

(
knkdst√

2aHe

)
+
√

2
4g2

A

1 + 2g2
A

(aHe + ad)k2
dk5

n

∫ 1

0

sds

∫ √
1−s2

0

tdt

∫ √
1−s2−t2

0

u2du

× E′′2
ν exp

(
−k2

n(2v2 + w2)
2aHe

− 1
4

2k2
nv2 + k2

ds2

aHe + ad

)
sinh

(
1√
2

kdknst

aHe + ad

)
− 8g2

A

1 + 2g2
A

(
4aHeD

Ac

)(
8aHeD

B′

)
k2
dk3

n

∫ 1

0

sds

∫ √
1−s2

0

dt

∫ √
1−s2−t2

0

udu

× E′′2
ν exp

{
− 1

8aHeD

{
Ak2

ds2 + A′k2
nt2 + C ′k2

nu2
}}

sinh
(

Ac

4aHeD
kdkn st

)
sinh

(
B′

8aHeD
k2

ntu

)
(C-4-63)

この式を、より見やすいように式変形する。まず、左辺の分母を右辺に移行し、共通因子をくくる。

σv = (4π)3Kdnn
2

1 + 2g2
A

k2
dk2

n

{
aHek

3
n(1 + 3g2

A)
∫

· · · −
√

2aHek
3
n(1 + g2

A)
∫

· · ·

+ 2
√

2g2
A(aHe + ad)k3

n

∫
· · · − 4g2

Akn

(
4aHeD

Ac

)(
8aHeD

B′

)∫
· · ·

}
(C-4-64)

さらにＫdnn の表式、

Kdnn =
48(1 + 2g2

A)g2 tan2 θW sin2 θgτ∆2
dnn

(2π)7

(
2ad

aHe(aHe + ad)2

) 3
2 1

mτ̃

G2
F

m2
τ

(C-4-27)

と k2
dk2

n = 4mnmd∆2 を用いると、断面積は次のようにまとめられます。

σv =
192
π4

g2 tan2 θW sin2 θτG2
F∆4

dnn

mnmd

mτ̃m2
τ

(
2ad

aHe(aHe + ad)

) 3
2

Itn (C-4-65)
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ここで、Itn は (C-4-64)の {}をまとめたものであり、以下のようになります。

Idnn =
∫ 1

0

ds

∫ √
1−s2

0

dt

∫ √
1−s2−t2

0

du(1 − s2 − t2 − u2)2

×

{
aHek

3
n(1 + 3g2

A)st2u exp
(
−4k2

nu2 + 3k2
ds2

4aHe

)
sinh

(
knkdsu

aHe

)
−

√
2aHek

3
n(1 + g2

A)stu2 exp
(
−2k2

nt2 + 2k2
nu2 + 3k2

ds2

4aHe

)
sinh

(
knkdst√

2aHe

)
+ 2

√
2g2

A(aHe + ad)k3
nstu2 exp

(
−k2

n(2t2 + u2)
2aHe

− 1
4

2k2
nt2 + k2

ds2

aHe + ad

)
sinh

(
1√
2

kdknst

aHe + ad

)
− 4g2

Akn

(
4aHeD

Ac

)(
8aHeD

B′

)
su

× exp
{
− 1

8aHeD

{
Ak2

ds2 + A′k2
nt2 + C ′k2

nu2
}}

sinh
(

Ac

4aHeD
kdkn st

)
sinh

(
B′

8aHeD
k2

ntu

)}
(C-4-66)

この式の第四項をさらに簡略化する。以下、冗長になるが、確認のため、詳しく記す。

まず、A, B,C,D.a, b, c.α, β,A′, B′, C ′ の定義を書き記すと以下のようになります。

A = 4aHe + 3ad (C-4-34)

B = 8aHe + 7ad (C-4-35)

C = 4aHe + 2ad (C-4-36)

D = aHe + ad (C-4-37)

a =
3aHe + 2ad

4aHe + 3ad
(C-4-30)

b =
aHe

4aHe + 3ad
(C-4-31)

c =

√
10aHe12aHead + 4a2

d

4aHe + 3ad
(C-4-32)

α =
3aHe + 2ad√

10aHe12aHead + 4a2
d

(C-4-33)

β =
aHe√

10aHe12aHead + 4a2
d

(C-4-33)

A′ = Bα2 + Cαβ + Aβ2 (C-4-40)

B′ = C(α2 − β2) − 8Dαβ (C-4-41)

C ′ = Aα2 − Cαβ + Bβ2 (C-4-42)

A′, B′, C ′ を具体的に記すと、以下のようになります。

A′ =
88a3

He + 176a2
Head + 120aHea

2
d + 28ad

10aHe + 12aHead + 4a2
d

(C-4-67)

B′ =
8(aHe + ad)3

10aHe + 12aHead + 4a2
d

(C-4-68)

C ′ =
32a3

He + 68a2
Head + 48aHea

2
d + 12a3

d

10aHe + 12aHead + 4a2
d

(C-4-69)
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以上を用いると、第四項の因子について、次のように式変形を行えます。(
4aHeD

Ac

)(
8aHeD

B′

)
=

4
√

2a2
He

aHe + ad

√
5a2

He + 6aHead + 2a2
d (C-4-70)

A

8aHeD
=

4aHe + 3ad

8aHe(aHe + ad)
≡ A1 (C-4-71)

A′

8aHeD
=

22a3
He + 44a2

Head + 30aHea
2
d + 7a3

d

4aHe(aHe + ad)(5a2
He + 6aHead + 2ad)2

≡ A2 (C-4-72)

C ′

8aHeD
=

8a2
He + 9aHead + 3a2

d

4aHe(5a2
He + 6aHead + 2a2

d)
≡ A3 (C-4-73)

Ac

4aHeD
=

√
10aHe + 12aHead + 4a2

d

4aHe(aHe + ad)
≡ A4 (C-4-74)

B′

8aHeD
=

(aHe + ad)2

2aHe(5a2
He + 6aHead + 2a2

d)
≡ A5 (C-4-75)

すると、最終的に (C-4-66)は次のように表せる。

Itn =
∫ 1

0

ds

∫ √
1−s2

0

dt

∫ √
1−s2−t2

0

du(1 − s2 − t2 − u2)2

×

{
aHek

3
n(1 + 3g2

A)st2u exp
(
−4k2

nu2 + 3k2
ds2

4aHe

)
sinh

(
knkdsu

aHe

)
−
√

2aHek
3
n(1 + g2

A)stu2 exp
(
−2k2

nt2 + 2k2
nu2 + 3k2

ds2

4aHe

)
sinh

(
knkdst√

2aHe

)
+ 2

√
2g2

A(aHe + ad)k3
nstu2 exp

(
−k2

n(2t2 + u2)
2aHe

− 1
4

2k2
nt2 + k2

ds2

aHe + ad

)
sinh

(
1√
2

kdknst

aHe + ad

)
− 16

√
2g2

A

a2
He

aHe + ad

√
5a2

He + 6aHead + 2a2
dknsu

× exp
(
−A1k

2
ds2 − A2k

2
nt2 − A3k

2
nu2

)
sinh (A4kdknst) sinh

(
A5k

2
ntu

) }
(C-4-76)

C.4.3 (τ̃ 4He) → χ̃0
1 + ντ + p + n + n + nの反応断面積計算

以上計算してきた事から、各々の反応 (3-3-3)の反応断面積を計算する。断面積は以下の計算を行う
事で得られる。

(σv)pnnn =
1

2Eτ̃

∫
d3pν

(2π)32Eν

∫
d3pχ

(2π)32Eχ

∫
d3p1

(2π)3

∫
d3p2

(2π)3

∫
d3p3

(2π)3

∫
d3p4

(2π)3

× |m|2 × (2π)4δ4(pτ̃ + pHe − pν − p1 − p2 − p3 − p4) (C-4-77)

|m|2 として計算して導出した値を代入すると、次が得られる。

=
1

2Eτ̃

∫
d3pν

(2π)32Eν

∫
d3pχ

(2π)32Eχ

∫
d3p1

(2π)3

∫
d3p2

(2π)3

∫
d3p3

(2π)3

∫
d3p4

(2π)3

× 8mχG2
F × 2g2 tan2 θW sin2 θτ

m2
τ

Eν(1 + 3g2
A)M2

pnnn

× (2π)4δ4(pτ̃ + pHe − pν − p1 − p2 − p3 − p4) (C-4-78)
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この式では |gR|2 を展開してあらわな形で表した。デルタ関数を用いる事で、pχ での積分はすぐに実

行することが出来る。その際、条件として

pχ = pτ̃ + pHe − pν − p1 − p2 − p3 − p4 (C-4-79)

が課される。また、ここではスタウとニュートラリーノを非相対論的粒子で近似するとして Eτ̃ →
mτ̃ , Eχ → mχ とする。以上の操作を行い、綺麗にまとめると次が得られる。

(σv)pnnn =
1

(2π)14
2G2

Fg2 tan2 θW sin2 θτ

mτ̃m2
τ

(1 + 3g2
A)

× δ(Eτ̃ + EHe − Eν − Eχ − Ep1 − Ep2 − Ep3 − Ep4)

×
∫

d3pν

∫
d3p1

∫
d3p2

∫
d3p3

∫
d3p4M2

pnnn (C-4-80)

次に pν で積分する。角度積分は何も問題なく出来るため、d3pν → 4πE2
νdEν とする事が出来る。こ

こで、デルタ関数は以下のように置き換える事が出来る。

0 = Eτ̃ + EHe − Eν − Eχ − Ep1 − Ep2 − Ep3 − Ep4

= mτ̃ + 4A + ∆He − Eb − Eν − mχ −−3A − 3∆n − p2
1 + p2

2 + p2
3

2mn
− A − ∆p − p2

4

2mp

= δm + ∆He − 3∆n − ∆p − Eb︸ ︷︷ ︸
≡∆pnnn

−Eν − p2
1 + p2

2 + p2
3

2mn
− p2

4

2mp

= ∆pnnn − Eν − p2
1 + p2

2 + p2
3

2mn
− p2

4

2mp

さらに、ここではmp ∼ mn とする近似を用いて計算を行う。すると、以下の式が得られる。

= ∆ − Eν − p2
1 + p2

2 + p2
3 + p2

4

2mn

この式において、Aは統一原子質量単位、∆iは粒子 iの余剰エネルギー、Ebは Heとスタウとの間の
束縛エネルギーを表している。このデルタ関数を用いて Eν で積分することが出来、その際に条件と

して

Eν = ∆pnnn − p2
1 + p2

2 + p2
3 + p2

4

2mn
(C-4-81)

が課される。よって、断面積は以下の式で表される。

(σv)pnnn =
1

(2π)14
2G2

Fg2 tan2 θW sin2 θτ

mτ̃m2
τ

(1 + 3g2
A) × (4π)

×
∫

d3p1

∫
d3p2

∫
d3p3

∫
d3p4E

2
νM2

pnnn

=
1

(2π)13
4G2

Fg2 tan2 θW sin2 θτ

mτ̃m2
τ

(1 + 3g2
A)

×
∫

d3p1

∫
d3p2

∫
d3p3

∫
d3p4E

2
νM2

pnnn
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さらに

Eν = ∆pnnn − p2
1 + p2

2 + p2
3 + p2

4

2mn

= ∆pnnn

(
1 − p2

1 + p2
2 + p2

3 + p2
4

2mn∆pnnn

)
≡ ∆pnnnE′

ν

として、次の形で表す。

(σv)pnnn =
1

(2π)13
4G2

Fg2 tan2 θW sin2 θτ

mτ̃m2
τ

(1 + 3g2
A)∆2

pnnn

×
∫

d3p1

∫
d3p2

∫
d3p3

∫
d3p4E

′2
ν M2

pnnn

さらに、今M2
pnnn は次で表される値となっている。

M2
pnnn =

(
32π3

a3
He

) 3
2

{
exp

(
−p2

1 + p2
3 + p2

4 + p1 · p3 + p3 · p4 + p4 · p1

aHe

)
+ exp

(
−p2

2 + p2
3 + p2

4 + p2 · p3 + p3 · p4 + p4 · p2

aHe

)
− 2 exp

(
−p2

1 + p2
1 + (p1 + p2) · (p3 + p4) + 2(p2

3 + p2
4) + 2p3 · p4

2aHe

) }

' 2
(

32π3

a3
He

) 3
2

{
exp

(
−p2

2 + p2
3 + p2

4 + p2 · p3 + p3 · p4 + p4 · p2

aHe

)

− exp
(
−p2

1 + p2
1 + (p1 + p2) · (p3 + p4) + 2(p2

3 + p2
4) + 2p3 · p4

2aHe

) }

≡ 2
(

32π3

a3
He

) 3
2

M′2
pnnn (C-4-82)

上記の式において、終状態の粒子の運動量で積分する際に各項の寄与に対して以下の関係が成り立つ

事を用いた。

M2(2, 3, 4) = M2(1, 3, 4)

また、余分な因子を前に出す事で次元を持つ量と無次元量 (M′
pnnn)を分離した。この表式で断面積を

表すと、次のように表される。

(σv)pnnn =
1

(2π)13
8G2

Fg2 tan2 θW sin2 θτ

mτ̃m2
τ

(1 + 3g2
A)

(
32π3

a3

) 3
2

∆2
pnnn

×
∫

d3p1

∫
d3p2

∫
d3p3

∫
d3p4E

′2
ν M′2

pnnn

≡ Kpnnn

∫
d3p1

∫
d3p2

∫
d3p3

∫
d3p4E

′2
ν M′2

pnnn (C-4-83)
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ここで Kpnnn は次で表される量である。

Kpnnn ≡ 1
(2π)13

8G2
Fg2 tan2 θW sin2 θτ

mτ̃m2
τ

(1 + 3g2
A)

(
32π3

a3
He

) 3
2

∆2
pnnn (C-4-84)

このようにして、E′
ν ,M′ を無次元量とする事が出来た。次に (C-4-83)の積分計算を行う。まず初め

に (C-4-82)の第一項の部分の寄与から計算を行う。

(C-4-82)の第一項の寄与の計算

ここで計算するのは以下の式である。

(A) ≡
∫

d3p1

∫
d3p2

∫
d3p3

∫
d3p4

× exp
(
−p2

2 + p2
3 + p2

4 + p2 · p3 + p3 · p4 + p4 · p2

aHe

)
E′2

ν

この式を上手く角度積分する。上式を次のように式変形する。

=
∫

d3p1

∫
d3p2

∫
d3p3

∫
d3p4

× exp
(
−p2

4 + p2
2 + p2

3 + p4 · (p2 + p3) + p2 · p3

aHe

)
E′2

ν

この式に対して、次のような変数変換を施す。

K ≡ 1√
2
(p2 + p3), T ≡ 1√

2
(p2 − p3)

この変数変換のヤコビアンは 1となっているため、変数変換に伴う積分測度の関係は次のようになる。

d3p2d
3p3 = d3Kd3T

また、次の関係式が成り立つ。

p2
2 + p2

3 = K2 + T 2

p2 · p3 =
1
2
(K2 − T 2)

p2 + p3 =
√

2K

これを用いると、(A)は次のように式変形できる。

(A) =
∫

d3p1

∫
d3K

∫
d3T

∫
d3p4

× exp
(
−2p2

4 + 3K2 + T 2

2aHe

)
exp

(
−
√

2p4 · K
aHe

)
E′2

ν

p1, T については通常通り角度積分することが出来る。

= (4π)2
∫

p2
1dp1

∫
d3K

∫
T 2dT

∫
d3p4

× exp
(
−2p2

4 + 3K2 + T 2

2aHe

)
exp

(
−
√

2p4 · K
aHe

)
E′2

ν
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次に p4 に対して角度積分を行う。この際、K と成す角を θとすると、この θの積分から双曲線関数

sinhが生じる (dnn の計算と同じ手順である)。この計算を施すと、最終的に次が得られる。

(A) = (4π)4 × aHe√
2

∫
dp1

∫
dK

∫
dT

∫
dp4p

2
1KT 2p4

× exp
(
−2p2

4 + 3K2 + T 2

2aHe

)
sinh

(√
2p4K

aHe

)
E′2

ν (C-4-85)

ここではさらに p1で積分する事を考える。というのも、p1は exp, sinh の引数ではないため、簡単に
積分できるからである。この積分をするために、まず初めに運動量積分を無次元量の積分にするよう

に変数変換する。今、E′
ν は次の形で表される。

E′
ν = 1 − p2

1 + K2 + T 2 + p2
4

2mn∆pnnn

今、

kn ≡
√

2mn∆pnnn,

とし、

p2
1 = k2

ns2, K2 = k2
nt2, T 2 = k2

nu2 p2
4 = k2

nv2

とすると、E′
ν は次のように表される。

E′
ν = 1 − s2 − t2 − u2 − v2

E′
ν > 0であるため、積分範囲を次のように設定することが出来る。

0 ≤ s ≤
√

1 − t2 − u2 − v2

0 ≤ t ≤
√

1 − u2 − v2

0 ≤ u ≤
√

1 − v2

0 ≤ v ≤ 1

(C-4-85)の積分は変数変換を施すと次で表される。

(A) = (4π)4 × aHe√
2
× k10

n

∫
ds

∫
dt

∫
du

∫
dvs2tu2v

× exp
(
− k2

n

2aHe
(3t2 + u2 + 2v2)

)
sinh

(√
2k2

ntv

aHe

)
E′2

ν (C-4-86)

ここでは s成分の積分についてのみ考える。新しく δ ≡
√

1 − t2 − u2 − v2という値を定義し、s積分
に必要な部分のみ記すと、次のようになる。∫ δ

0

dss2(δ2 − s2)2

=
∫ δ

0

(s6 − 2δ2s4 + δ4s2)

=
[
1
7
s7 − 2

5
δ2s5 +

1
3
δ4s3

]δ

0

=
8

105
δ7
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が得られる。これを用いると (A)は以下のような三重積分の形で表される。

(A) = (4π)4 × 4
√

2aHe

105
× k10

n

∫
dt

∫
du

∫
dvtu2v

× δ7 exp
(
− k2

n

2aHe
(3t2 + u2 + 2v2)

)
sinh

(√
2k2

ntv

aHe

)
(C-4-87)

残る積分は全て無次元量となる。次に (C-4-82)の第二項の部分の寄与を計算する。

(C-4-82)の第二項の寄与の計算

ここで計算するのは以下の式である。

(B) ≡
∫

d3p1

∫
d3p2

∫
d3p3

∫
d3p4

× exp
(
−p2

1 + p2
2 + (p1 + p2) · (p3 + p4) + 2(p2

3 + p2
4) + 2p3 · p4

2aHe

)
E′2

ν

この計算では、まず初めにベクトル p1, p2, p3, p4 を次のように変数変換して考える。

p1 = kns, p2 = knt, p3 = knu, p4 = knv (C-4-88)

ここで s, t, u, vは太字で表していないが、ベクトル量である。これを用いると、積分は次のように表

される。

(B) ≡ k12
n

∫
d3s

∫
d3t

∫
d3u

∫
d3v

× exp
[
− k2

n

aHe

(
s2 + t2 + (s + t)(u + v) + 2(u2 + v2) + 2uv

)]
E′2

ν

以下のように変数変換する。

x =
1√
2
(u + v), y =

1√
2
(u − v)

z =
1√
2
(s + t), w =

1√
2
(s − t)

すると、式は次のように表される。

(B) ≡ k12
n

∫
d3x

∫
d3y

∫
d3z

∫
d3w

× exp
[
− k2

n

aHe

(
3x2 + y2 + z2 + w2 + 2xz

)]
E′2

ν

= k12
n

∫
d3x

∫
d3y

∫
d3z

∫
d3w

× exp
[
− k2

n

aHe

(
3x2 + y2 + z2 + w2

)
exp

(
− k2

n

aHe
xz

)]
E′2

ν

ここでは x, y, z, wの積分の角度積分をする。この角度積分をするに際してE′2
ν の引数は x2, y2, z2, w2

であるため、気にしない事にする。
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全ての変数に対して角度積分を行うと、次の結果が得られる。

(B) = (4π)4aHek
10
n

∫∫∫∫
dxdydzdw(xy2zw2)

exp
(
− k2

n

aHe
(3x2 + y2 + z2 + w2)

)
sinh

(
− k2

n

aHe
xz

)
x, y, z, wの積分範囲について考える。今、E′

ν は次の式で表される。

E′
ν = 1 − s2 − t2 − u2 − v2

= 1 − x2 − y2 − z2 − w2

E′
ν > 0という条件を課すと、積分範囲は次のようにとれる。

0 ≤ x ≤
√

1 − y2 − z2 − w2

0 ≤ y ≤
√

1 − z2 − w2

0 ≤ z ≤
√

1 − w2

0 ≤ w ≤ 1

まとめ

いままでの計算をまとめて記すと、次のように表される。

(σv)pnnn =
1

(2π)13
8G2

Fg2 tan2 θW sin2 θτ

mτ̃m2
τ

(1 + 3g2
A)

(
32π3

a3
He

) 3
2

∆2
pnnn

×

{
(4π)4 × 4

√
2aHe

105
× k10

n

∫∫∫
dtdudv(tu2v)

× δ7 exp
(
− k2

n

2aHe
(3t2 + u2 + 2v2)

)
sinh

(√
2k2

ntv

aHe

)

− (4π)4aHek
10
n

∫∫∫∫
dxdydzdw(xy2zw2)

exp
(
− k2

n

2aHe
(3x2 + y2 + z2 + w2)

)
sinh

(
− k2

n

aHe
xz

)
E′2

ν

}
この式をより簡単なものにする。まず初めに、{ } 中にある (4π)4aHek

10
n をくくりだし、さらに kn =√

2mn∆pnnn とすると、式は次のようになる。

(σv)pnnn =
8
π9

(
32π3

a3
He

) 3
2

g2 tan2 θW sin2 θτ (1 + 3g2
A)G2

FaHe∆7
pnnn

mn

mτ̃m2
τ

×

{
× 4

√
2

105

∫∫∫
dtdudv(tu2v)

× δ7 exp
(
− k2

n

2aHe
(3t2 + u2 + 2v2)

)
sinh

(√
2k2

ntv

aHe

)
∫∫∫∫

dxdydzdw(xy2zw2)

exp
(
− k2

n

2aHe
(3x2 + y2 + z2 + w2)

)
sinh

(
− k2

n

aHe
xz

)
E′2

ν

}
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直接の計算とは関係ないが、第一項、第二項で積分変数を整える。第一項において

t → s, u → t, v → u

とし、第二項において

x → s, y → t, z → u,w → v

とする。この時、断面積は次で表される。

(σv)pnnn =
8
π9

(
32π3

a3
He

) 3
2

g2 tan2 θW sin2 θτ (1 + 3g2
A)G2

FaHe∆7
pnnn

mn

mτ̃m2
τ

×

{
4
√

2
105

∫∫∫
dsdtdu(st2u)

× δ7 exp
(
− k2

n

2aHe
(3s2 + t2 + 2u2)

)
sinh

(√
2k2

nsu

aHe

)
∫∫∫∫

dsdtdudv(st2uv2)

exp
(
− k2

n

2aHe
(3s2 + t2 + u2 + v2)

)
sinh

(
− k2

n

aHe
su

)
E′2

ν

}

さらに第一項について ∫ δ

0

v2(δ2 − v2)2dv =
8

105
δ7

が成り立つ事から、次のように式変形を行う。

(σv)pnnn =
8
π9

(
32π3

a3
He

) 3
2

g2 tan2 θW sin2 θτ (1 + 3g2
A)G2

FaHe∆7
pnnn

mn

mτ̃m2
τ

×
∫∫∫

dsdtdudv(st2uv2)E′2
ν{

1√
2

exp
(
− k2

n

2aHe
(3s2 + t2 + 2u2)

)
sinh

(√
2k2

nsu

aHe

)

− exp
(
− k2

n

2aHe
(3s2 + t2 + u2 + v2)

)
sinh

(
− k2

n

aHe
su

)
E′2

ν

}

上記の式をもって、数値計算を行う。
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C.5 パラメーター

最後に、(3-3-1)、(3-3-2)の反応断面積を数値計算する上で用いた全パラメーターを記す。

mHe = 3.728 × 103[MeV] (C-5-1)

mt = 2.809 × 103[MeV] (C-5-2)

md = 1.876 × 103[MeV] (C-5-3)

mn = 9.396 × 102[MeV] (C-5-4)

mp = 9.383 × 102[MeV] (C-5-5)

A = 9.315 × 102[MeV] (C-5-6)

∆He = 2.425[MeV] (C-5-7)

∆t = 14.95[MeV] (C-5-8)

∆d = 13.14[MeV] (C-5-9)

∆n = 8.071[MeV] (C-5-10)

∆p = 6.778[MeV] (C-5-11)

∆tn = δm − 20.91[MeV] (C-5-12)

∆dnn = δm − 27.17[MeV] (C-5-13)

∆pnnn = δm − 28.88[MeV] (C-5-14)

Eb = 0.311[MeV] (C-5-15)

mτ = 1.777 × 103[MeV] (C-5-16)

sin θτ = 0.8 (C-5-17)

mτ̃ = 3.50 × 106[MeV] (C-5-18)

(Rm)He = 1.49[fm] (C-5-19)

aHe = 9.868 × 103[MeV2] (C-5-20)

(Rm)t = 1.928[fm] (C-5-21)

at = 5.238 × 103[MeV2] (C-5-22)

(Rm)d = 1.966[fm] (C-5-23)

ad = 5.038 × 103[MeV2] (C-5-24)

このパラメーターにおいて、各原子核の質量、余剰エネルギーは [28]の値を、τ̃ と 4Heの束縛エネ
ルギーは [24]の値を、d、t、4Heの平均自乗半径はそれぞれ [25]、[26]、[27] の値を用いた。
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